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0 Einleitung und Notation

Ich werde in meiner Arbeit mit dem Titel �Schnitttheorie und enumerative Geometrie�
anhand eines konkreten Beispiels zeigen, wie man mithilfe der Schnitttheorie Fragen in der
enumerativen Geometrie beantworten kann. Wir wollen hier die Frage beantworten: Wie
viele Geraden in P3 schneiden vier allgemein PGL4-verschobene Kurven? Dazu beginnen
wir mit einer Einführung in die Schnitttheorie, in der wir den Chow-Ring de�nieren und
anschlieÿend einige wichtige Eigenschaften des Chow-Rings zeigen. Bevor wir uns der
Beantwortung der Frage widmen, benötigen wir das Konzept der Grassmann-Varietät.
Mit dieser können wir dann im letzten Kapitel die in Kapitel 1 entwickelte Theorie zur
Beantwortung der Frage anwenden. Zusätzlich werden wir noch ein Kriterium bestimmen,
in welchen Fällen wir die Frage nicht beantworten können. Ziel der Arbeit ist es gewesen,
sich die Grundlagen der Schnitttheorie mithilfe des Buchs �3264 & all that� von David
Eisenbud und Joe Harris [Eis16] zu erarbeiten und anschlieÿend diese in einem Beispiel
anzuwenden. Daher orientiere ich mich überwiegend an [Eis16]. An einigen Stellen habe
ich noch zusätzliche Beispiele und ausführlichere Beweise gegeben sowie in dem Buch
gestellte Aufgaben gelöst. Bei den Aufgaben stehen die zugehörigen Aufgabennummern
aus dem Buch in Klammern dahinter.
Im Folgenden sei mit Körper stets ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charak-
teristik 0 gemeint. Ein Schema sei stets ein separiertes Schema von endlichem Typ über
einem Körper. Ferner sei eine Varietät ein integrales, also reduziertes und irreduzibles,
Schema. Soweit nichts anderes angegeben ist, seien Untervarietäten stets abgeschlossen.
Ebenso meinen wir mit Punkt einen abgeschlossenen Punkt. Im zweiten Kapitel werden
wir folgende Schreibweise für Teilmatrizen einer gegebenen Matrix A ∈ Matm,n benut-
zen: Seien dazu I ⊆ {1, . . . ,m} und J ⊆ {1, . . . , n} zwei k-elementige Teilmengen. Dann
bezeichnet AIJ die k × k-Teilmatrix von A, die nur die Zeilen mit Indizes aus I und nur
die Spalten mit Indizes aus J enthält. Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir die
Mengenklammern weg. Wenn I = {1, . . . ,m} bzw. J = {1, . . . , n} ist, lassen wir auch I
bzw. J weg.

1 Der Chow-Ring

1.1 Zykel und die Chow-Gruppe

De�nition 1.1 (Zykel). Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ über einem
algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik 0. Wir de�nieren die Gruppe der
k-Zykel Zk(X) von X als die freie abelsche Gruppe, die von den integralen, abgeschlosse-
nen Unterschemata von X der Dimension k erzeugt ist. Die Zykelgruppe

Z(X) :=
⊕
k∈N0

Zk(X)

von X ist die von integralen abgeschlossenen Unterschemata von X erzeugte freie abelsche
Gruppe. Jeder Zykel lässt sich in der Form

Z =
m∑
i=1

niYi (m ∈ N, ni ∈ Z, Yi ⊆ X abgeschlossen, integral)
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schreiben. Wir nennen einen Zykel Z =
∑
niYi e�ektiv, wenn alle Koe�zienten nicht

negativ sind: ni ≥ 0.

Wir wollen zu abgeschlossenen Unterschemata einen Zykel assoziieren. Dazu benötigen
wir den Begri� der Kompositionsreihe, an den wir hier kurz erinnern möchten: Prinzipiell
kann man dies für beliebige Moduln über einem kommutativen Ring R mit 1 de�nieren.
Wir beschränken uns hier auf den Fall, wo der Modul der Ring selbst ist. Dann heiÿt eine
Kette von Ideale Ij ⊆ R

0 = It ( It−1 ( · · · ( I1 ( I0 = R

Kompositionsreihe, wenn es kein Ideal I ⊆ R mit der Eigenschaft gibt, dass Ij ( I ( Ij−1

für ein j ∈ {1, . . . , t}. Nach dem Satz von Jordan-Hölder sind je zwei Kompositionsreihen
eines Rings (Allgemeiner: eines Moduls über einem Ring) isomorph zueinander. Daher ist
die Länge t der Kompositionsreihe wohlde�niert. Die Existenz einer endlichen Komposi-
tionsreihe ist äquivalent zu der Bedingung, dass der Ring R (im Allgemeinen der Modul
über dem Ring) noethersch und artinsch ist.

Lemma 1.2. Sei Y ⊆ X ein abgeschlossenes Unterschema und Y1, . . . , Yr die irreduziblen
Komponenten von Yred. Dann hat jeder lokale Ring OY,Yi eine endliche Kompositionsreihe.

Beweis. Für den eindeutigen generischen Punkt ηi des irreduziblen Unterschemas Yi gilt:

OY,Yi = OY,ηi .

WeilX von endlichem Typ über einen Körper ist, istX noethersch. Daher können wir ohne
Einschränkung annehmen, dass Y = SpecA a�n mit A noethersch ist. Der generische
Punkt ηi korrespondiert zu einem minimalen Primideal pi ⊂ A. Dann ist

OY,Yi = OY,ηi = Api .

Da A noethersch und pi minimal ist, ist Api ein noetherscher Ring der Dimension 0 und
damit automatisch artinsch. Also existiert eine endliche Kompositionsreihe.

Bezeichne die Länge der Kompositionsreihe des lokalen RingsOY,Yi mit li. Damit können
wir den zu einem abgeschlossenen Unterschemata assoziierten Zykel de�nieren.

De�nition 1.3 (assoziierte Zykel). Seien Y, Yi, li wie gerade de�niert. Dann ist

〈Y 〉 =
r∑
i=1

liYi

der zu Y assoziierte Zykel.

De�nition 1.4 (rationale Äquivalenz). Sei Rat(X) ⊆ Z(X) die von Zykeln der Form

〈Φ ∩ ({t0} ×X)〉 − 〈Φ ∩ ({t1} ×X)〉

erzeugte Untergruppe, wobei t0, t1 ∈ P1 sind und Φ ⊆ P1×X eine abgeschlossene, integrale
Untervarietät ist, welche in keiner Faser der Form {t}×X enthalten ist. Wir nennen zwei
Zykel Z1, Z2 ∈ Z(X) rational äquivalent, wenn Z1 − Z2 ∈ Rat(X) gilt. Ferner nennen
wir zwei Unterschemata rational äquivalent, wenn die dazu assoziierten Zykel rational
äquivalent sind.
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Betrachten wir dazu zunächst ein einfaches Beispiel:

Beispiel 1.5. Betrachte den projektiven Raum P2
k = Proj k[x, y, z] über einem algebraisch

abgeschlossenen Körper k mit char k 6= 2 und die algebraischen Varietäten Y1 = V (xy−z2)
und Y2 = V (xy). Dann sind die beiden assoziierten Zykel (〈Yi〉 = Yi) rational äquivalent.
Um dies zu sehen, betrachte die Segre-Einbettung:

s1,2 : P1 × P2 → P5, ([s : t], [x : y : z]) 7→ [sx : tx : sy : ty : sz : tz]

und die Varietät

Φ = V (I) = V (x0x2 − x4x5, x1x3 − x4x5) ∩ Im(s1,2) ⊂ P5 = Proj k[x0, . . . , x5]

mit I = (x0x3 − x1x2, x0x5 − x1x4, x2x5 − x3x4, x0x2 − x4x5, x1x3 − x4x5) ⊂ k[x0, . . . , x5].
Dann gilt:

Y1 = ([1 : 1]× P2) ∩ s−1
1,2(Φ), Y2 = ([1 : 0]× P2) ∩ s−1

1,2(Φ).

De�nition 1.6 (Chow-Gruppe). Die Chow-Gruppe von X ist

A(X) := Z(X)
/

Rat(X) .

Wir schreiben [Y ] ∈ A(X) für die Äquivalenzklasse eines Zykels Y ∈ Z(X) und ebenso
[Y ] für die Äquivalenzklasse des zu einem Unterschema Y assoziierten Zykels.

Lemma 1.7. Die Chow-Gruppe eines Schemas X ist durch die Dimension graduiert, d.h.

A(X) =
⊕
k

Ak(X),

wobei Ak(X) die Gruppe der rationalen Äquivalenzklassen von k-Zykeln ist.

Beweis. Da wir bereits wissen, dass Z(X) durch die Dimension graduiert ist, müssen wir
nur zeigen, dass die Untergruppe Rat(X) ebenfalls graduiert ist. Sei Φ ⊆ P1 × X eine
irreduzible Varietät, die in keiner Faser über X enthalten ist, und t0, t1 ∈ P1. In einer
entsprechenden o�enen, a�nen Teilmenge Φ ∩ (A1 × X) = SpecR ⊆ Φ ist das Schema
Φ∩ ({t0}×X) gegeben durch V (t− t0). Dann gilt für jede irreduzible Komponente Y von
Φ ∩ ({t0} ×X) nach dem Krulls Hauptidealtheorem [vgl. Eis16, Theorem 0.1]:

codim(Y,Φ ∩ (A1 ×X)) = codim(Φ ∩ ({t0} ×X),Φ ∩ (A1 ×X))

= codim((t− t0), R) ≤ 1.

Die Kodimension kann aber nicht 0 sein, da Φ in keiner Faser enthalten ist. Analog folgt
dies für jede irreduzible Komponente von Φ ∩ ({t1} × X). Damit ist Rat(X) durch die
Dimension graduiert, also auch A(X).

Wenn X equidimensional ist, kann man die Kodimension einer Untervarietät von X als
Di�erenz der Dimensionen de�nieren. Dann ist die Chow-Gruppe auch graduiert durch
die Kodimension. Wenn X zusätzlich noch glatt ist, schreiben wir Ac(X) := AdimX−c(X).
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De�nition 1.8 ((generisch) transvers). Sei X eine Varietät und A,B ⊆ X zwei Unterva-
rietäten. Wir sagen: A und B schneiden sich transvers in einem Punkt p, wenn A,B und
X glatt im Punkt p sind und

TpA+ TpB = TpX

oder äquivalent

codim(TpA ∩ TpB) = codim(TpA) + codim(TpB).

Wir sagen, dass sich UntervarietätenAi ⊆ X in einem glatten Punkt p ∈ X transvers schneiden,
wenn p ein glatter Punkt von jeder Untervarietät Ai ist und

codim

(⋂
i

TpAi

)
=
∑
i

codim(TpAi).

Wir sagen, dass A und B generisch transvers sind bzw. sich generisch transvers schneiden,
wenn sie sich an einem allgemeinen Punkt in jeder Komponente von A ∩ B transvers
schneiden, d.h. für jede Komponente C ⊆ A∩B ist die Menge der Punkte, an denen sich
A und B transvers schneiden, o�en und nicht leer. Darüber hinaus sagen wir, dass zwei
Zykel

∑
j

njAj,
∑
k

mkBk ∈ Z(X) sich generisch transvers schneiden, wenn Aj und Bk für

jedes Paar (j, k) generisch transvers sind.

Eine schwächere Forderung ist die folgende De�nition:

De�nition 1.9 (dimensional transvers). Seien A,B zwei Unterschemata einer VarietätX.
Dann nennen wir A und B dimensional transvers, wenn für jede irreduzible Komponente
C des Schnittes A ∩B gilt:

codimC = codimA+ codimB.

Den Unterschied zwischen beiden Begri�en beschreibt die folgenden Proposition:

Proposition 1.10. Zwei Unterschemata einer Varietät X sind genau dann generisch
transvers, wenn sie dimensional transvers sind und jede irreduzible Komponente des Schnit-
tes einen Punkt enthält, in dem X glatt und A ∩B reduziert ist.

Beweis. Seien A und B generisch transvers, dann enthält jede irreduzible Komponente
von A ∩ B einen Punkt p, in dem A,B und X glatt sind und sich A und B transvers
schneiden. Dann gilt mit [Eis16, Theorem 0.2]:

codimTpC = codimTpA+ codimTpB = codimA+ codimB ≥ codimC.

Zusammen mit dimTpC ≥ dimC erhält man also codimA+ codimB = codimC, d.h. A
und B sind dimensional transvers, und auÿerdem dimC = dimTpC, also ist C glatt im
Punkt p und damit ist A ∩B im Punkt p reduziert.
Seien nun umgekehrt A und B dimensional transvers und für jede irreduzible Komponente
C von A ∩ B existiere ein Punkt, in dem X glatt und A ∩ B reduziert sei. Die Menge
der glatten Punkte von X ist o�en und hat einen nichtleeren Schnitt mit C, also ist die
Menge der glatten Punkte von X, die in C enthalten sind, dicht in C. Da A∩B generisch
reduziert ist, ist die Menge der Punkte in C, in denen C reduziert ist, o�en und nichtleer.
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Damit ist auch die Menge der glatten Punkte von C o�en und nicht leer. Zwei o�ene,
nichtleere Teilmengen einer irreduziblen Menge haben stets nichtleeren Schnitt. Daher
existiert ein Punkt p ∈ C, in dem sowohl X als auch C glatt ist. Dann erhalten wir:

dimTpA+ dimTpB − dimTpX = dimTpC = dimC
dim. transv.

= dimA+ dimB − dimX.
(1.1)

Da stets dimTpA ≥ dimA, dimTpB ≥ dimB, folgt mit Gleichung 1.1, dass A und B im
Punkt p glatt sind.

Theorem 1.11 (Chow-Ring). Sei X eine glatte, quasi-projektive Varietät. Dann existiert
eine eindeutige Produktstruktur auf der Chow-Gruppe A(X), die die folgende Bedingung
erfüllt:
Wenn zwei Untervarietäten A,B ⊆ X sich generisch transvers schneiden, dann gilt

[A] · [B] = [A ∩B].

Damit wird die Chow-Gruppe

A(X) =
dimX⊕
c=0

Ac(X)

zu einem assoziativen, kommutativen, durch Kodimension graduierten Ring, dem Chow-Ring
von X.

Der Beweis beruht im Wesentlichen auf dem folgenden Theorem, welches wir als �Black-
box� benutzen:

Theorem 1.12 (Moving Lemma). Sei X eine glatte, quasi-projektive Varietät. Für alle
α, β ∈ A(X) existieren generisch transverse Zykel A,B ∈ Z(X) mit [A] = α und [B] = β.
Die Äquivalenzklasse [A ∩B] ist dabei unabhängig von der Wahl der Zykel A und B.

Der erste Teil des Theorems liefert die Eindeutigkeit des Chow-Rings und wir beweisen
einen Spezialfall (Theorem 1.14) davon, den wir dann überwiegend benutzen werden.
Allerdings müssen wir den zweiten Teil, den Existenzteil, als gegeben hinnehmen.

Lemma 1.13. Sei π : X → Y ein surjektiver Morphismus zwischen Varietäten über einem
Körper k mit dimX = m und dimY = n, sodass alle Fasern die gleiche Dimension haben.
Dann ist die Dimension aller Fasern m− n.

Beweis. Nach [Vak17, Theorem 11.4.1.] existiert eine o�ene, nichtleere Teilmenge U ⊆ Y ,
sodass für jeden Punkt q ∈ U die Faser über q Dimension m− n hat. Daraus folgt direkt
die Aussage.

Theorem 1.14 (Kleimans Theorem in Charakteristik 0). Sei G eine algebraische Gruppe,
die transitiv auf einer Varietät X über einem algebraisch abgeschlossenen Körper der
Charakteristik 0 operiert, und sei A ⊆ X eine Untervarietät.

(a) Wenn ϕ : Y → X ein Morphismus von Varietäten ist, dann ist das Urbild ϕ−1(gA)
für allgemeine g ∈ G generisch reduziert und von derselben Kodimension wie A;

(b) Wenn B ⊆ X eine weitere Untervarietät ist, dann existiert eine o�ene, dichte Teil-
menge von Elementen g ∈ G, sodass gA generisch transvers zu B ist;
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(c) Wenn G =
l∏

i=1

GLni
für ni ∈ N und ein l ∈ N ist, dann ist [gA] = [A] ∈ A(X) für

jedes g ∈ G.

Beweis. (a) Seien n := dimX, a := dimA, b := dimY undm := dimG. Für ein beliebiges
x ∈ X de�nieren wir den Morphismus

µx : G→ X, g 7→ gx.

Dann ist µx surjektiv, da G transitiv auf X operiert und die Fasern sind Nebenklassen
des Stabilisators von x in G. Da Multiplikation mit einem g ∈ G ein Automorphismus
auf G ist, sind die Fasern von µx isomorph zueinander, also insbesondere haben sie
dieselbe Dimension. Damit können wir Lemma 1.13 anwenden und erhalten, dass die
Nebenklassen des Stabilisators eines Elementes x ∈ X die Dimension m− n hat. Wir
setzen

Γ = {(g, x, y) ∈ G× A× Y : gx = ϕ(y)}.

Dann ist die Projektion π : Γ → A × Y ein surjektiver Morphismus. Die Fasern sind
Nebenklassen von Stabilisatoren eines Elementes aus X und haben demnach Dimen-
sion m− n. Wenden wir erneut Lemma 1.13 auf π an, erhalten wir:

dim Γ− dim(A× Y ) = m− n;

⇒ dim Γ = dimA+ dimY +m− n = a+ b+m− n.

Andererseits ist die Faser der Projektion Γ → G über g ∈ G isomorph zu ϕ−1(gA).
Wenn die Faser für allgemeine g ∈ G nicht leer sind, hat sie die gewünschte Dimension
a+ b− n (vgl. [Vak17, Theorem 11.4.1]).

X ist eine Varietät und nach [Har77, Korollar II.8.6] glatt an einem allgemeinen
Punkt. Durch die Transitivität von G erhalten wir Isomorphismen zwischen den loka-
len Ringen, sodass X glatt ist. Ferner ist jede algebraische Gruppe in Charakteristik
0 glatt, da die Gruppe auf sich selbst transitiv operiert. Daher sind die Fasern von
π glatt, damit ist Γ glatt über Asm × Ysm. Nach [Har77, Korollar III.10.7] existiert
eine o�ene, nichtleere Teilmenge U ⊆ G, sodass die Projektion (Γ \ Γsing) → G über
U glatt ist. Hierbei bezeichne Γsing die Menge der singulären Punkte von Γ. Dann
ist eine allgemeine Faser der Projektion Γ → G glatt auÿerhalb von Γsing. Wenn die
Projektion Γsing → G nicht dominant ist, ist ϕ−1(gA) glatt für allgemeine g ∈ G. Wir
können daher nun annehmen, dass Γsing → G dominant ist. Dann hat eine allgemeine
Faser die Dimension

dim Γsing − dimG < dim Γ− dimG.

Da G glatt ist, hat jede Komponente jeder Faser der Projektion Γ→ G nach [Eis16,
Theorem 0.2] Kodimension kleiner oder gleich m. Damit hat jede Komponente einer
allgemeinen Faser Kodimension gleichm. Also kann keine Komponente einer allgemei-
nen Faser der Projektion Γ→ G in Γsing enthalten sein. Daher ist ϕ−1(gA) generisch
reduziert für allgemeine g ∈ G.

(b) Setze in Punkt a Y = B und nutze Proposition 1.10.

(c) G ist dann eine o�ene Menge in einem Produkt von Vektorräumen von Matrizen,
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denn die Menge {A ∈ Matn : detA = 0} ist abgeschlossen. Sei L die Gerade in M ,
die 1 und g verbindet, dann liefert die Untervarietät

Z = {(h, x) ∈ (G ∩ L)×X : h−1x ∈ A}

eine rationale Äquivalenz zwischen A und gA.

1.2 Methoden zur Berechnung des Chow-Rings

Nachdem wir den Chow-Ring de�niert haben, wollen wir nun einige Eigenschaften des
Chow-Rings sammeln.

Proposition 1.15. Sei X ein Schema. Dann gilt:

(a) A(X) = A(Xred);

(b) Seien X1, . . . , Xm die irreduziblen Komponenten von X, dann erzeugen die Äquiva-
lenzklassen [Xi] eine freie abelsche Untergruppe der Chow-Gruppe vom Rang m.

Beweis. (a) Per De�nition sind Z(X),Rat(X) durch integrale, abgeschlossene Untersche-
mata erzeugt. Da die reduzierten Unterschemata Y eines gegebenen Schemas X in
kanonischer Bijektion zu den reduzierten Unterschemata Ỹ des reduzierten Schemas
Xred stehen, sind die Chow-Gruppen identisch.

(b) Sei Xi eine irreduzible Komponente von X. Wir wollen zeigen, dass Xi nur zu sich
selbst rational äquivalent sein kann. Sei Φ ⊂ P1 ×X eine abgeschlossene, irreduzible
Varietät, die in keiner Faser enthalten ist und eine Faser der Form {t} ×Xi enthält.
Dann muss Φ in der Komponente P1×Xi enthalten sein. Da dim Φ = dimXi + 1, ist
also Φ = P1 ×Xi. Damit ist Xi nur zu sich selbst rational äquivalent. Das bedeutet
insbesondere, dass [Xi] 6= 0 ∈ A(X) und dass die [Xi] linear unabhängig sind. Also
bilden diese eine freie abelsche Untergruppe der Chow-Gruppe vom Rang m.

Damit können wir als erstes Beispiel die Chow-Gruppe des a�nen Raums bestimmen:

Satz 1.16. ∀n ≥ 0 gilt A(An) = Z · [An]

Beweis. Nach Proposition 1.15 wissen wir, dass Z · [An] ⊆ A(An) eine Untergruppe ist.
Daher müssen wir lediglich zeigen, dass jede echte irreduzible Untervarietät Y ⊂ An zu 0
rational äquivalent ist. Wir wählen die Koordinaten von An so, dass der Ursprung nicht
in Y liegt. Daher existiert ein Polynom g ∈ k[x1, . . . , xn], das auf ganz Y verschwindet
und für das g(0) = c 6= 0 gilt. Betrachte den Ringautomorphismus

φ : k[x0, . . . , xn, t, t
−1]→ k[x0, . . . , xn, t, t

−1], φ(xi) = t−1xi, φ(t) = t, φ(t−1) = t−1.

Dieser korrespondiert zu einem Isomorphismus

ψ : A1 \ {0} × An → A1 \ {0} × An.
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Da A1 irreduzibel und A1 \ {0} eine o�ene, nichtleere Teilmenge ist, ist A1 \ {0} auch
irreduzibel, somit auch A1 \ {0}× Y ⊂ A1 \ {0}×An und ebenso W ◦ = ψ(A1 \ {0}× Y ).
Man sieht leicht, dass

W ◦ = {(t, ty) ∈ A1 \ {0} × An : y ∈ Y }.

Sei W der Abschluss von W ◦ in P1 × An. Dieser ist wieder irreduzibel und liefert eine
rationale Äquivalenz zwischen Y und 0: Erweitere das Polynom g zu einem Polynom
G ∈ k[x1, . . . , xn, t, t

−1] durch G(t, x) = g(t−1x). G lässt sich zu einer regulären Funktion
auf P1 \{0}×An fortsetzen, nämlich mit konstantem Wert c auf der Faser∞×An. Damit
ist diese Faser leer, d.h.

〈W ∩ (∞× An)〉 = 0.

Auÿerdem gilt

〈W ∩ (1× An)〉 = 〈Y 〉 = Y.

Damit ist Y zu 0 rational äquivalent, also A(An) = Z · [An].

Aufgabe 1. [Eis16, Aufgabe 1.34.] Wie sieht die Faser über 0 aus?
Sei Y = V (f1, . . . , fr) ⊂ An mit f1, . . . , fr ∈ k[x1, . . . , xn]. Dann ist

W ◦ = V (F1, . . . , Fr) ⊂ A1 \ {0} × An, Fi(t, x) = fi(t
−1x) ∈ k[x1, . . . , xn, t, t

−1].

Dies ist also gerade eine über A1\{0} parametrisierte Familie von Untervarietäten von An.
Die Faser des Abschlusses von W ◦ in P1×An über 0 ist dieselbe wie beim Abschluss von
W ◦ in A1×An. Daher müssen wir hier lediglich das Limit ausrechnen. Betrachte dazu das
(Prim-)Ideal I ⊆ k[x1, . . . , xn, t, t

−1], welches zu W ◦ korrespondiert. Aus dem Beweis von
Satz 1.16 wissen wir, dass Multiplikation mit t in k[x1, . . . , xn, t, t

−1] ein Automorphismus
ist. Daher gilt:

I =
(
{tdegFF : F ∈ I}

)
⊂ k[x1, . . . , xn, t, t

−1].

Aber das Ideal
(
{tdegFF : F ∈ I}

)
ist auch in k[x1, . . . , xn, t]. Damit ist die Faser über 0

gerade

Z = V
(
{tdegFF |t=0 : F ∈ I}

)
⊆ An.

Dabei ist Z der lineare Unterraum von kn, der zu der projektive Menge Y ∩H∞ ⊆ H∞ ∼=
Pn−1 korrespondiert.

Wir werden später sehen, dass die Chow-Gruppe für nichtleere, o�ene Teilmengen des
a�nen Raums auch die durch die Klasse der o�ene Menge erzeugte freie abelsche Gruppe
ist. Dies ist eine direkte Folgerung aus Ausschneidung, welche wir gleich beweisen wer-
den. Dafür müssen wir zunächst verstehen, wie sich die Chow-Gruppe unter Morphismen
verhält. Auÿerdem benötigen wir den Begri� des Divisors: Sei dazu X ein normales und
integrales Schema und Y ein integrales Unterschema der Kodimension 1. Dann ist der
lokale Ring OX,Y ein regulärer lokaler Ring und damit ein diskreter Bewertungsring. Be-
zeichne die Bewertungsfunktion mit ordY . Sei nun zusätzlich X a�n. Dann setzen wir
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den Divisor von einer regulären Funktion f ∈ OX(X) als

Div(f) =
∑
Y⊂X
integral

codim(Y,X)=1

ordY (f) < Y > .

Bemerke, dass die Summe wohlde�niert ist, da es nur endlich viele integrale Unterschemata
Y der Kodimension 1 gibt, für die ordY (f) 6= 0 ist. Wegen ordY (fg) = ordY (f) + ordY (g)
für f, g ∈ OX(X) können wir die De�nition auf rationale Funktionen α = f

g
∈ K(X)

durch

Div(α) := Div(f)−Div(g)

erweitern. Dabei nennen wir die Divisoren

Div0(α) :=
∑

ordY (α)≥0

ordY (α) < Y >,

Div∞(α) := −
∑

ordY (α)≤0

ordY (α) < Y >

den Divisor der Nullstellen Div0(α) bzw. Divisor der Polstellen Div∞(α). Nun können wir
den Divisor auch für rationale Funktion auf beliebigen, integralen und normalen Schemata
X de�nieren. Wir betrachten dazu eine Überdeckung von X mit o�enen a�nen Mengen.
Wegen K(X) = K(U) für jede o�ene Menge U aus der Überdeckung, ist für jedes α ∈
K(X) der Divisor auf U

Div(α|U)

wohlde�niert, ferner stimmen diese Divisoren auf den Schnitten von je zwei o�enen Men-
gen überein, sodass wir daher einen Divisor auf ganz X erhalten, den wir wieder mit
Div(α) bezeichnen.
Damit können wir nun das Verhalten unter Morphismen untersuchen. Sei f : X → Y

ein properer Morphismus. Dann ist das Bild jeder irreduziblen Untervarietät A von X
eine irreduzible Untervarietät f(A) von Y . Wenn zusätzlich dimA = dim f(A) gilt, ist
f |A : A→ f(A) generisch endlich, d.h. der Körper der rationalen Funktionen K(f(A)) ist
eine endliche und algebraische Körpererweiterung von K(A). Dann existiert eine o�ene,
nichtleere Teilmenge U ⊆ A, sodass das Urbild f−1(x) für jedes x ∈ X endlich ist. Sei
[K(f(A)) : K(A)] der Grad der Körpererweiterung. Dann de�nieren wir:

De�nition 1.17 (Pushforward von Zykeln). Sei f : X → Y ein properer Morphismus von
Schemata und A ⊂ X eine abgeschlossene, irreduzible Untervarietät. Dann setzen wir:

1. f∗〈A〉 = 0, wenn dim f(A) < dimA ist;

2. f∗〈A〉 = [K(f(A)) : K(A)]〈f(A)〉, wenn dim f(A) = dimA ist;

und erweitern diese De�nition k-linear auf Z(Y ).

Wir werden gleich sehen, dass wir damit sogar eine Abbildung zwischen den Chow-
Gruppen erhalten. Dafür benutzen wir [Ful84, Proposition 1.4]:

Proposition 1.18. Sei f : X → Y ein properer, surjektiver Morphismus von irreduziblen
Varietäten und sei f0 ∈ K(X)∗. Dann gilt:
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(a) f∗Div(f0) = 0, wenn dimY < dimX;

(b) f∗Div(f0) = Div(N(r)), wenn dimY = dimX,

wobei N(r) die Norm von r bezeichnet. Im Fall dimY = dimX haben wir bereits gesehen,
dass k(X) eine endliche, algebraische Körpererweiterung von k(Y ) ist. Die Multiplikati-
on mit r ist ein Endomorphismus von k(X), welchen wir als k(Y )-linearen Morphismus
au�assen können. N(r) ist die Determinante dieses Morphismus.

Als kleinen Bonus erhalten wir damit eine alternative De�nition der Gruppe Rat(X):

Proposition 1.19. Sei X eine Schema, dann ist die Untergruppe Rat(X) ⊂ Z(X) durch
alle Divisoren von rationalen Funktionen auf allen abgeschlossenen Untervarietäten von
X erzeugt.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass die folgenden beiden Mengen in 1:1 - Korrespondenz
stehen:

{Φ ⊂ P1 ×X wie in De�nition 1.4} 1:1↔ {(W, r) ⊂ X × k(X)∗ : W Untervarietät von X}.

Dabei identi�zieren wir die Zykel wie folgt:

〈Φ ∩ ({t0} ×X)〉 − 〈Φ ∩ ({t1} ×X) = Div(r). (1.2)

Sei W ⊂ X eine Untervarietät von X der Dimension k + 1 und sei r ∈ K(X)∗. Dann
de�niert r eine rationale Abbildung W → P1. Sei nun Φ̂ der Abschluss des Graphen von
dieser Funktion in X×P1. Bezeichne das Bild von Φ̂ unter dem Isomorphismus X×P1 ∼=
P1×X mit Φ. Dann bildet die Projektion p : P1×X → X die Untervarietät Φ birational
und proper auf W ab, da es eine Basiserweiterung ist. Sei ferner f : Φ ⊂ P1×X → P1 die
Projektion auf die erste Komponente. Damit erhalten wir mit Proposition 1.18

Div(r) = p∗Div(f) = 〈Φ ∩ ({t0} ×X)〉 − 〈Φ ∩ ({t1} ×X)

Sei nun umgekehrt Φ ⊂ P1 × X gegeben, dann liefert W := p(Φ) mit p : P1 × X → X
eine Untervarietät von X und durch f ◦ p−1 eine rationale Abbildung von V → P1, die
zu einem r ∈ K(X)∗ korrespondiert. Man sieht leicht, dass die Konstruktionen invers
zueinander sind. Die Aussage folgt dann mit Gleichung 1.2.

Kommen wir jetzt zurück zu dem Verhalten unter Morphismen:

Theorem 1.20. Sei f : X → Y ein properer Morphismus von Schemata, dann induziert
der in De�nition 1.17 de�nierte Gruppenhomomorphismus f∗ einen Gruppenhomomor-
phismus

f∗ : A(X)→ A(Y ).

Beweis. Wir müssen lediglich zeigen, dass f∗ rationale Äquivalenz erhält. Sei dafür Z ∈
Rat(X) gegeben. Indem wir die k-Linearität ausnutzen, können wir annehmen, dass Z
eine irreduzible Untervarietät ist. Durch das Einschränken von f auf Z erhalten wir einen
properen Morphismus, da Z abgeschlossen ist, sodass wir weiter annehmen können, dass
X = Z ist. Indem wir anschlieÿend noch Y durch f(X) ersetzen, erhalten wir die Voraus-
setzungen von Proposition 1.18, womit dann die Aussage folgt.
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Proposition 1.21. Sei X proper über k, dann existiert ein eindeutiger Gruppenhomo-
morphismus

deg : A(X)→ Z,

welcher die Klasse eines jeden abgeschlossenen Punktes auf 1 abbildet und auf jeder Klasse
von reinen k-Zykeln mit k > 0 verschwindet.

Beweis. Die Abbildung ist eindeutig, falls sie existiert, da die Abbildung für jeden Ge-
nerator der Zykelgruppe von X bzw. seiner Äquivalenzklasse de�niert ist und damit für
die Klasse jedes Zykels. Also müssen wir lediglich die Existenz zeigen. Diese folgt direkt
aus Theorem 1.20, da deg = f∗ für f : X → Spec k. Die Abbildung f bildet jede ab-
geschlossene, irreduzible Untervarietät von X auf den Punkt 0 ∈ Spec k ab. Dieser hat
Dimension 0 und damit ist für alle irreduziblen, abgeschlossenen Untervarietäten Z von
X der Dimension > 0

f∗〈Z〉 = 0

und für jeden abgeschlossenen Punkt P ∈ X gilt:

f∗〈P 〉 = [K(P ) : k]〈0〉.

Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist K(P ) = k. Ferner ist nach Satz 1.16 A(Spec k) = Z
und 〈0〉 = 1. Daher ist f∗ : A(X)→ Z die gewünschte Abbildung.

Damit können wir zeigen, dass eine Klasse in A(X) nicht null ist. Zur Vollständigkeit
gebe ich hier noch zwei Theoreme zu dem Verhalten von Pullbacks ohne Beweise an.

De�nition 1.22. Sei f : X → Y ein Morphismus von glatten Varietäten. Wir nennen
eine Untervarietät A ⊂ Y generisch transvers zu f , wenn das Urbild f−1(A) generisch
reduziert ist und dieselbe Kodimension wie A besitzt.

Theorem 1.23. Sei f : X → Y ein Morphismus von glatten, quasi-projektiven Varietä-
ten.

(a) Dann existiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus f ∗ : Ac(Y )→ Ac(X), sodass
für A ⊂ X generisch transvers zu f stets gilt:

f ∗([A]) = [f−1(A)].

Die Abbildung f ∗ ist sogar ein Ringhomomorphismus.

(b) Die Abbildung f∗ : A(Y ) → A(X) ist eine Abbildung von graduierten Modulen über
einen graduierten Ring, d.h. für α ∈ Ak(X), β ∈ Al(Y ) gilt:

f∗ (f ∗α · β) = α · f∗β ∈ Al−k(X).

Im Fall von �achen Morphismen ist die Abbildung f ∗ besonders einfach:

Theorem 1.24. Sei f : X → Y ein �acher Morphismus von Schemata. Die Abbildung
f ∗ : A(Y )→ A(X), die auf Zykeln durch

f ∗(〈A〉) = 〈f−1(A)〉, A ⊂ Y Untervarietät,
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de�niert ist, erhält rationale Äquivalenz und die Graduierung durch die Kodimension.

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir noch drei wichtige Methoden zur Berech-
nung der Chow-Gruppe: Mayer-Vietoris, Ausschneidung und (quasi-)a�ne Strati�zierung.
Letztere benutzen wir im zweiten Kapitel zur Berechnung des Chow-Rings der Grassmann-
Varietät G(1, 3). Wir halten zunächst folgende Beobachtung fest:

Lemma 1.25 (Äquivalente De�nition des Chow-Rings). Sei X ein Schema. Die Chow-
Gruppe von X ist bis auf Isomorphie die Gruppe G, für die die Sequenz

Z(P1 ×X)
ρ−→ Z(X) −→ G −→ 0,

exakt ist, wobei ρ jede Untervarietät Φ ⊆ P1 ×X, die in einer Faser enthalten ist, auf 0
abbildet und ansonsten auf

〈Φ ∩ ({t0} ×X)〉 − 〈Φ ∩ ({t1} ×X)〉 .

Beweis. Nach Konstruktion ist gerade ρ(P1 ×X) = Rat(X). Damit gilt:

G = Im(Z(X)→ G)
/

ker(Z(X)→ G) ∼= Z(X)
/

Rat(X)

Sei Y ⊂ X ein abgeschlossenes Unterschema, dann erhalten wir eine abgeschlossene
Einbettung Y → X. Der Morphismus ist proper, sodass wir mit Theorem 1.20 einen
Gruppenhomomorphismus A(Y )→ A(X) erhalten. Die Inklusion der o�ene Menge U :=
X \ Y in X ist eine o�ene Einbettung und daher nach [Har77, Proposition 9.2(a)] �ach.
Also erhalten wir einen Homomorphismus A(X)→ A(U) nach Theorem 1.24.

Proposition 1.26 (Mayer-Vietoris und Ausschneidung). Sei X ein Schema.

(a) (Mayer-Vietoris) Seien X1, X2 abgeschlossene Unterschemata von X. Dann existiert
eine rechtsexakte Sequenz

A(X1 ∩X2) −→ A(X1)⊕ A(X2) −→ A(X1 ∪X2) −→ 0.

(b) (Ausschneidung) Sei Y ⊂ X ein abgeschlossenes Unterschema und sei U := X \ Y .
Dann existiert eine rechtsexakte Sequenz

A(Y ) −→ A(X) −→ A(U) −→ 0.

Beweis. (b) Betrachte das kommutative Diagramm:

0 Z(P1 × Y ) Z(P1 ×X) Z(P1 × U) 0

0 Z(Y ) Z(X) Z(U) 0

A(Y ) A(X) A(U) 0

0 0 0
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Dabei sind die horizontalen Abbildungen von der folgenden Form: Z(Y ) → Z(X)
bildet abgeschlossene, irreduzible Untervarietäten von Y auf sich selbst ab, aufgefasst
als abgeschlossene, irreduzible Untervarietäten von X; und Z(X) → Z(U) bildet
abgeschlossene, irreduzible Untervarietäten Z vonX auf den Schnitt Z∩U ab, welcher
eine (ggf. leere) abgeschlossene, irreduzible Untervarietät von U ist. Die oberen beiden
Reihen sind exakt und die mittleren drei Spalten sind exakt nach Proposition 1.19.
Damit folgt, dass die dritte Reihe auch exakt ist.

(a) Sei Y = X1 ∩ X2. Wir können o.B.d.A. annehmen, dass X = X1 ∪ X2. Betrachte
wieder das kommutative Diagramm:

0 Z(P1 × Y ) Z(P1 ×X1)⊕ Z(P1 ×X2) Z(P1 ×X) 0

0 Z(Y ) Z(X1)⊕ Z(X2) Z(X) 0

A(Y ) A(X1)⊕ A(X2) A(X) 0

0 0 0

Dabei sind die horizontalen Abbildungen von der folgenden Form: Z(Y )→ Z(X1)⊕
Z(X2) bildet einen Zykel Z ∈ Z(Y ) auf (Z,−Z) ∈ Z(X1) ⊕ Z(X2) ab und Z(X1) ⊕
Z(X2) ist die Addition der beiden Zykel. Die Exaktheit folgt aus einem ähnlichen
Argument wie in (b).

Zusammen mit Satz 1.16 erhalten wir direkt mittels Ausschneidung (Proposition 1.26):

Korollar 1.27. Sei U ⊆ An eine nichtleere, o�ene Teilmenge, dann ist A(U) = Z · [U ].

De�nition 1.28 (Strati�zierung). Sei X ein Schema. Wir sagen X ist durch eine endliche
Familie von irreduziblen, lokal abgeschlossenen Unterschemata Ui strati�ziert, wenn

(i) X die disjunkte Vereinigung der Ui ist und

(ii) für jedes i gilt:

Ui =
⋃

Uj⊂Ui

Uj.

Wir nennen dabei die Ui Strata und ihre Abschlüsse Yi := Ui abgeschlossene Strata. Ist
jedes Stratum Ui isomorph zu einem a�nen Raum Aki , so nennen wir die Strati�zierung
a�n. Wir nennen die Strati�zierung quasi-a�n, wenn jedes Stratum zu einer o�enen
Teilmenge eines a�nen Raums isomorph ist.

Es genügt dabei die abgeschlossenen Strata anzugeben, da man daraus die Strata er-
mitteln kann:
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Bemerkung 1.29. Nutze dieselben Bezeichnungen wie in De�nition 1.28. Dann können wir
die Strata aus den abgeschlossenen Strata durch

Ui = Yi \
⋃
Yj(Yi

Yj

bestimmen, denn

Yi =
⋃
Uj⊂Yi

Uj = Ui∪̇
⋃
Uj(Yi

Uj = Ui∪̇
⋃
Yj(Yi

Yj.

Beispiel 1.30. Für den projektiven Raum können wir direkt eine a�ne Strati�zierung
durch folgende abgeschlossene Strata angeben:

P1 ( P2 ( · · · ( Pn.

Die Strata sind dabei gegeben als Ui = Pi \Pi−1 ∼= Ai. Diese sind o�ensichtlich irreduzibel
und abgeschlossen in der o�enen Teilmenge Pn \ Pn−1 ∼= An, also lokal abgeschlossen.
Ferner gilt:

Pn = (Pn \ Pn−1)∪̇(Pn−1 \ Pn−2)∪̇ . . . ∪̇(P1 \ P0)∪̇P0 = Un∪̇ . . . ∪̇U0. (1.3)

Da der Abschluss der Ui gerade Pi ist, folgt Punkt ii der De�nition 1.28 direkt aus Glei-
chung 1.3. Also ist dies eine a�ne Strati�zierung des projektiven Raums.

Zum Abschluss des ersten Kapitels beweisen wir noch einen wichtigen Satz:

Satz 1.31. Wenn ein Schema eine quasi-a�ne Strati�zierung besitzt, dann ist die Chow-
Gruppe durch die Klassen der abgeschlossenen Strata erzeugt.

Beweis. Wir führen den Beweis mittels Induktion nach der Anzahl m der Strata. Für
m = 1 ist dies gerade Korollar 1.27. Sei also nun m > 1 und (Ui)i=0,...,m−1 eine quasi-
a�ne Strati�zierung eines Schemas X. Dann existiert ein minimales Stratum, d.h. ein
Stratum, dessen Abschluss kein weiteres Stratum enthält. Ohne Einschränkung können
wir annehmen, dass dies U0 ist. Da U0 minimal ist und der Abschluss von U0 sich als
Vereinigung von Uj schreiben lässt, muss U0 bereits abgeschlossen sein. Das o�ene Un-
terschema U := X \ U0 ist dann durch (Ui)i=1,...,m−1 strati�ziert, wie man leicht sieht.
Nach Induktion ist damit A(U) durch die Klassen der Abschlüsse (in U) der Ui erzeugt.
Mit Korollar 1.27 wissen wir auÿerdem, dass A(U0) durch [U0] erzeugt ist. Damit erhalten
durch Ausschneidung (Proposition 1.26) die Rechtsexaktheit der Sequenz

Z[U0] −→ A(X) −→ A(U) −→ 0.

Damit ist die Chow-Gruppe von X durch die Bilder der Klassen der abgeschlossene Strata
von A(U0) und den Urbilder der Klassen der abgeschlossenen Strata von A(U) erzeugt. Da
U0 bereits abgeschlossen in X ist, ist das Bild von [U0] gerade [U0]. Ferner sind die Strata
von A(U) genau die Strata von (Ui)i=0,...,m−1. Daher sind die Urbilder der abgeschlossene
Strata von A(U) gerade die abgeschlossenen Strata

(
Ui
)
i=0,...,m−1

.
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2 Grassmann-Varietät

Im letzten Kapitel wollen wir die bisher behandelte Theorie des Chow-Rings anwen-
den, um unsere Frage aus der enumerativen Geometrie zu untersuchen. Dafür benö-
tigt man einen passenden Raum, in dem die zu untersuchenden Objekte abgeschlossene
Unterschemata bilden. Es wird sich später als nützlich erweisen, dafür eine sogenann-
te Grassmann-Varietät zu benutzen. Daher folgt hier nun eine kurze Einführung in das
Thema Grassmann-Varietäten.

2.1 Konstruktion der Grassmann-Varietät

Die einfachsten Grassmann-Varietäten sind projektive Räume PV zu einem vorgegebe-
nen (endlich dimensionalen) Vektorraum V . Bei dem projektiven Raum PV korrespon-
dieren die abgeschlossenen Punkte zu den Ursprungsgeraden bzw. den eindimensiona-
len Untervektorräumen von V . Die Grassmann-Varietäten verallgemeinern dieses Kon-
zept, indem man anstelle von eindimensionalen Unterräumen k-dimensionale Unterräume
(k ∈ {1, . . . , dimV }) verwendet.

De�nition 2.1 (Grassmann-Varietäten als Menge). Sei V ein n-dimensionaler Vektor-
raum und k ∈ {1, . . . , n}. Dann ist die Grassmann-Varietät G(k, V ) (oder auch Grass-
mannsche) die Menge der k-dimensionalen Untervektorräume von V . Da k-dimensionale
Untervektorräume von V zu den (k − 1)-dimensionalen Unterräumen von PV korrespon-
dieren, können wir uns die Grassmann-Varietät G(k, V ) ebenfalls als Menge der (k − 1)-
dimensionalen Unterräume von PV vorstellen. In dem Fall schreiben wir G(k − 1,PV )
anstelle von G(k, V ). Häu�g wollen wir den Vektorraum V nicht weiter spezi�zieren, son-
dern nur mit Vektorräumen einer bestimmten Dimension n arbeiten. Dann schreiben wir
G(k, n) bzw. G(k − 1, n− 1).
Sei Λ ⊂ V ein k-dimensionaler Untervektorraum. Dann schreiben wir für den dazu

korrespondierenden Punkt auch Λ ∈ G(k, V ) bzw. [Λ], wenn wir beide unterscheiden
wollen.

Nun wollen wir die Menge G(k, V ) mit der Struktur einer projektiven Varietät ausstat-
ten.

De�nition 2.2 (Plücker-Einbettung und Plücker-Koordinaten). Sei V ein n-dimensionaler
Vektorraum. Dann assoziieren wir zu jedem k-dimensionalen Untervektorraum Λ den ein-
dimensionalen Vektorraum ∧k

Λ ⊂
∧k

V,

welcher zu einem abgeschlossenen Punkt pΛ in P(
∧kV ) korrespondiert. Damit erhalten

wir eine Abbildung von Mengen, die sogenannte Plücker-Einbettung:

ψ : G(k, V )→ P
(∧k

V
)
∼= P(n

k)−1,Λ 7→ pΛ.

Konkret kann man so vorgehen: Wähle eine Basis {e1, . . . , en} von V . Damit können wir
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Λ als Zeilenraum einer k × n-Matrix

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

...
. . .

...
ak,1 ak,2 . . . ak,n


betrachten. Eine Basis für

∧kV ist durch {ej1∧· · ·∧ejk}1≤j1<···<jk≤n gegeben. Dann können

wir das Dachprodukt der Basis vi =
n∑
j=1

ai,jej wie folgt ausdrücken:

v1 ∧ · · · ∧ vk =
∑

1≤j1<···<jn≤n

pj1,...,jkej1 ∧ · · · ∧ ejk ,

wobei der Koe�zient pj1,...,jk = det(Aj1,...,jk) ist. Diese pj1,...,jk nennt man die Plücker-Koordinaten
von Λ. Die Plücker-Koordinaten sind dann o�ensichtlich das Bild des Punktes pΛ unter

dem Isomorphismus P
(∧kV

)
∼= P(n

k)−1, der durch die Wahl einer Basis induziert ist.

Bei der De�nition wurde an einigen Stellen eine Wahl getro�en. Daher muss noch gezeigt
werden, dass die Abbildung ψ wohlde�niert ist.

Proposition 2.3. Mit der gleichen Notation wie in De�nition 2.2 ist die Abbildung ψ
wohlde�niert und die Plücker-Koordinaten sind nach Wahl einer Basis {e1, . . . , en} von
V bzw. eines Isomorphismus P

(∧kV
)
∼= P(n

k)−1 bis auf Skalare eindeutig.

Beweis. Sei A′ eine andere Matrixrepräsentation von Λ, was äquivalent zu der Wahl einer
anderen Basis von Λ ist. Also existiert eine invertierbare k × k-Matrix Ω, die Basiswech-
selmatrix von Λ, mit A′ = ΩA. Dann gilt:

A′j1,...,jk = det Ω · Aj1,...,jk .

Damit sind die Plücker-Koordinaten von Λ eindeutig bis auf Skalare und ψ ist wohlde�-
niert.

Proposition 2.4. Mit der Notation von De�nition 2.2 ist ψ(G(k, V )) eine irreduzible
Varietät.

Beweis. Sei η ∈
∧kV . Dann ist v ∧ η = 0 für ein v ∈ V genau dann, wenn η = v ∧ η′ für

ein η′ ∈
∧k−1V . Die Rückrichtung folgt sofort. Für die andere Richtung ergänze v1 := v

zu einer Basis {v1, . . . , vn} von V . Dann ist {vj1 ∧ · · · ∧ vjk}1≤j1<···<jk≤n eine Basis von∧kV . Schreibe nun

η =
∑

1≤j1<···<jk≤n

aj1,...,jkvj1 ∧ · · · ∧ vjk .

Falls v ∧ η = 0, so gilt wegen der Multilinearität von ∧

0 = v1 ∧ η =
∑

2≤j1<···<jk≤n

aj1,...,jkvj1 ∧ · · · ∧ vjk .
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Also sind alle aj1,...,jk = 0 für j1 6= 1. Damit erhalten wir direkt:

η = v1 ∧
∑

2≤j2<···<jk≤n

a1,j2,...,jkvj2 ∧ · · · ∧ vjk︸ ︷︷ ︸
=:η′

.

Führt man dieses Argument iterativ fort, so erhält man, dass ein von 0 verschiedenes
Element η ∈

∧kV genau dann in der Form v1 ∧ · · · ∧ vk für v1, . . . , vk ∈ V geschrieben
werden kann, wenn der Kern der Multiplikationsabbildung

∧η : V →
∧k+1

V, v 7→ v ∧ η

genau Dimension k hat. Eine gröÿere Dimension bedeutet η = 0 und ist daher nicht
möglich. Damit ist der Untervektorraum in

∧kV , der zum Bild von G(k, V ) unter der
Plücker-Einbettung korrespondiert, gerade

ψ̃(G) = {η ∈
∧k

V : rank(∧η) ≤ n− k}.

Dies ist die Nullstellenmenge der (n−k+1)-Minoren der Matrix, die zu ∧η korrespondiert.
Die Minoren sind homogene Polynome vom Grad n−k+ 1 auf

∧kV . Damit ist ψ(G) eine
algebraische Menge. Das Ideal von ψ(G) ist der Kern der Abbildung

k[pi1,...,ik ]1≤i1<···<ik≤n → k[xi,j]1≤i≤k
1≤j≤n

,

die pi1,...,ik auf die Plücker-Koordinate der generischen Matrix (xi,j) sendet, und ist daher
prim. Also ist G(k, V ) eine irreduzible Varietät.

Wir betrachten daher die Grassmann-Varietät G(k, V ) ausgestattet mit der Struktur
einer projektiven Varietät via der Plücker-Einbettung. Nun zeigen wir noch einige Eigen-
schaften der Grassmann-Varietät G(k, V ), die wir benötigen, um die Theorie aus Kapitel 1
anwenden zu können.

Proposition 2.5. Die Grassmann-Varietät G(k, V ) besitzt eine Überdeckung durch o�ene
Teilmengen der Form:

UΓ = {Λ ∈ G(k, V ) : Λ ∩ Γ = 0} ∼= Hom(Λ,Γ) ∼= Ak(n−k) (2.1)

für Γ ⊂ V ein (n− k)-dimensionaler Untervektorraum.

Beweis. Sei Γ ⊂ V ein (n−k)-dimensionaler Untervektorraum. Wir zeigen zunächst, dass
UΓ eine o�ene Menge ist. Sei dazu w1, . . . , wn−k eine Basis von Γ. Dann ist mit ähnlicher
Argumentation wie im Beweis von Proposition 2.4

UΓ = {[ω] ∈ G(k, V ) ⊂ P
(∧k

V
)

: w ∈
∧k

V,w ∧ w1 ∧ · · · ∧ wn−k 6= 0}

eine o�ene Menge. Nun zeigen wir, dass UΓ isomorph zu dem a�nen Raum Ak(n−k) ist.
Dazu wählen wir einen beliebigen k-dimensionalen Untervektorraum Ω ⊂ V , welcher
komplementär zu Γ ist, d.h. [Ω] ∈ UΓ. Damit erhalten wir eine Zerlegung von V als
direkte Summe V = Ω⊕Γ. Bezeichne die Projektion auf Ω bzw. Γ mit πΩ bzw. πΓ. Damit
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erhalten wir eine Bijektion zwischen UΓ und den linearen Abbildungen zwischen Ω und Γ
wie folgt: Für Λ ⊂ V mit [Λ] ∈ UΓ betrachte die Abbildung:

φΛ : Ω
π−1

Ω→ Λ ⊂ Ω⊕ Γ
πΓ→ Γ.

Wir bemerken, dass die Abbildung wohlde�niert ist, da πΩ wegen Λ∩Γ = 0 eine Bijektion
ist. Dann ist Λ der Graph der Abbildung φΛ. Umgekehrt liefert der Graph jeder linearen
Abbildung φ : Ω → Γ einen zu Γ komplementären Untervektorraum Λ ⊂ V = Ω ⊕ Γ der
Dimension k. Dies liefert die gewünschte Bijektion. Um zu sehen, dass diese Bijektion
ein Isomorphismus ist, rechnen wir in Koordinaten. Sei dazu e1, . . . , ek eine Basis von Ω
und ek+1, . . . , en eine Basis von Γ. Dann bilden π−1

Ω e1, . . . , π
−1
Ω ek ∈ Λ eine Basis von Λ,

da πΩ eine Bijektion ist. Die π−1
Ω e1 lassen sich eindeutig in der gegebenen Basis e1, . . . , en

schreiben als

π−1
Ω (ei) = ei +

n−k∑
j=1

ai,jej+k.

Somit ist Λ der Zeilenraum der Matrix

B =
(
Ek A

)
,

wobei Ek die Einheitsmatrix der Gröÿe k ist und A = (ai,j) 1≤i≤k
1≤j≤n−k

. Die oben de�nierte

Bijektion ordnet jedem Unterraum Λ ⊂ V die Transponierte der Matrix A zu.
Starten wir mit einer Repräsentation von Λ als k× (n−k)-Matrix B′ (mit e1, . . . , en als

Basis von V ). Dann ist die Plücker-Koordinate p1,2,...,k nicht null. Indem wir anschlieÿend
B′ mit der Inversen der k × k Teilmatrix B′1,2,...,k multiplizieren erhalten wir die Matrix
B, denn dies entspricht gerade dem Basiswechsel von der gewählten Basis von Λ zu der
Basis π−1

Ω (e1), . . . , π−1
Ω (ek). Damit erhalten wir:

ai,j = detB1,...,̂i,...,k,k+j = (detB′1,...,k)
−1 detB′

1,...,̂i,...,k,k+j
=
p1,...,̂i,...,k,k+j(Λ)

p1,...,k(Λ)
.

Damit ist ai,j eine reguläre Funktion auf UΓ, also ist die Bijektion ein Isomorphismus. Der
zweite Isomorphismus der Gleichung 2.1 folgt sofort aus der Beschreibung einer linearen
Abbildung als Matrix. Das beweist die Aussage.

Die letzte Rechnung ist dabei lediglich ein Spezialfall der folgenden Proposition:

Proposition 2.6. Mit denselben Bezeichnungen wie in dem Beweis von Proposition 2.5
erhalten wir für t ∈ {1, . . . , k}, I = {i1, . . . , ik−t} ⊂ {1, . . . , k} und J = {j1, . . . , jt} ⊂
{1, . . . , n− k} :

(−1)w(Ic)+1 detAIJ =
pIc∪(J+k)(Λ)

p1,...,k(Λ)
, (2.2)

wobei Ic das Komplement von I bezeichnet und w(Ic) :=
∑
a∈Ic

a−
|Ic|−1∑
i=0

i.

Beweis. Da nach Proposition 2.3 die rechte Seite der Gleichung 2.2 unabhängig von der
Matrixdarstellung von Λ ist, können wir die Plücker-Koordinaten mit der Matrix B aus
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dem Beweis von Proposition 2.5 berechnen. Die Gleichung folgt hier sofort aus dem La-
placeschen Entwicklungssatz. Die Formel für das Vorzeichen lässt sich dabei leicht über-
legen.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir den Tangentialraum der Grassmann-
Varietät G(1, 3) bestimmen und eine Charakterisierung der Tangentialvektoren angeben,
die aus der Di�erentialgeometrie entlehnt ist und in [Har92] benutzt wird.

Proposition 2.7. Die Grassmann-Varietät G(k, n) ist in jedem Punkt glatt und der
Tangentialraum TΛG(k, n) an jedem Punkt [Λ] ∈ G(k, n) ist kanonisch isomorph zu
Hom(Λ, k

n
/Λ).

Beweis. Sei [Λ] ∈ G(k, n) beliebig. Dann existiert nach Proposition 2.5 eine o�ene Menge
UΓ ⊂ G(k, n) für einen geeigneten (n−k)-dimensionalen Untervektorraum Γ ⊂ kn, sodass
Λ ∈ UΓ und UΓ

∼= Hom (Λ,Γ). Da der a�ne Raum An glatt ist und der Tangentialraum
an jedem Punkt auch An ist und ein Isomorphismus von Varietäten die Tangentialräume
an den entsprechenden Punkten isomorph aufeinander abbilden, erhalten wir

TΛG(k, n) = TΛUΓ
∼= Hom(Λ,Γ) ∼= Hom(Λ, k

n
/Λ).

Dabei ist der letzte Isomorphismus durch den kanonischen Isomorphismus Γ ∼= kn /Λ ge-
geben. Diese Beschreibung des Tangentialraums ist dabei unabhängig von dem gewählten
Γ. Damit erhalten wir auch, dass [Λ] ein glatter Punkt der Grassmann-Varietät ist.

Bemerkung 2.8. In der Di�erentialgeometrie gibt es noch eine weitere Charakterisierung
des Tangentialraums einer komplexen Mannigfaltigkeit M an einen Punkt. Dabei werden
die Tangentialvektoren mit Klassen von glatten Kurven

ϕ : (−1, 1)→M mit ϕ(0) = p

identi�ziert, indem man jeder solchen Kurve dem Tangentialvektor ϕ′(0) = d
dt

∣∣
t=0

ϕ(t)
zuordnet. Dieselbe Idee wollen wir auch hier benutzen (vgl. [Har92, Beispiel 16.1]). Sei
{L(t)} ⊂ G(k, n) eine glatte Kurve mit L(0) = Λ, sei v ∈ Λ ein beliebiger Vektor und
{v(t)} ⊂ kn eine glatte Kurve mit v(0) = v und v(t) ∈ L(t) für alle t. Dann de�nieren wir
die Abbildung:

ϕ̃ : Λ→ kn, v 7→ ϕv(t)(v) := v′(0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

v(t).

Allerdings hängt das Bild von v von der Wahl der Kurve {v(t)} ab, wie folgende Rechnung
zeigt: Sei {w(t)} ⊂ kn eine weitere glatte Kurve mit w(0) = v und w(t) ∈ L(t). Dann ist
die Di�erenz

w(t)− v(t) = t · u(t)

für eine glatte Kurve {u(t)} ⊂ kn mit u(t) ∈ L(t) für alle t, d.h.

ϕw(t)(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

w(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(v(t) + tu(t)) = ϕv(t)(v) + u(0)︸︷︷︸
∈Λ

.
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Wir erhalten also eine lineare Abbildung

ϕ : Λ→ kn /Λ , v 7→ [ϕv(t)(v)].

Umgekehrt liefert jede lineare Abbildung ϕ ∈ Hom(Λ, k
n

/Λ) eine glatte Kurve {L(t)}:
Wähle dazu eine Basis v1, v2, . . . , vk von Λ und de�niere

L(t) := 〈v1 + tϕ(v1), v2 + tϕ(v2), . . . , vk + tϕ(vk)〉,

wobei wir hier ϕ(v1), . . . , ϕ(vk) als Vektoren in kn au�assen, indem wir die Urbilder von
ϕ(vi) unter der Projektionsabbildung kn → kn /Λ betrachten. Man sieht leicht, dass die
so bestimmte glatte Kurve {Λ(t)} ⊂ G(k, n) wieder ϕ liefert.

2.2 Chow-Ring von G(1, 3)

Nun wollen wir den Chow-Ring von G(1, 3) berechnen, um damit im letzten Kapitel die
eingangs erwähnte Frage zu beantworten. Wir wollen dabei Satz 1.31 benutzen, daher
müssen wir zunächst eine (quasi-)a�ne Strati�zierung �nden. Dafür wählen wir eine voll-
ständige Fahne des P3. Das ist ein Tripel (p, L,H) bestehend aus einem Punkt p ∈ P3,
einer Gerade L ⊂ P3 und einer EbeneH ⊂ P3, sodass p ∈ L ⊂ H. Die a�ne Strati�zierung
ist dann durch die Schubertzellen gegeben:

De�nition 2.9 (Schubertzykel und -zellen von G(1, 3)). Sei V = (p, L,H) eine voll-
ständige Fahne des P3. Wir nennen die folgenden Mengen, aufgefasst als Schemata mit
reduzierter Struktur, die Schubertzykel von G(1, 3):

Σ0,0(V) = G(1, 3);

Σ1,0(V) = {Λ ∈ G(1, 3) : Λ ∩ L 6= ∅};
Σ2,0(V) = {Λ ∈ G(1, 3) : p ∈ Λ};
Σ1,1(V) = {Λ ∈ G(1, 3) : Λ ⊂ H};
Σ2,1(V) = {Λ ∈ G(1, 3) : p ∈ Λ ⊂ H};
Σ2,2(V) = {Λ ∈ G(1, 3) : Λ = L}.

Wenn die gewählte Fahne klar ist, lassen wir das Argument weg. Wie in Bemerkung 1.29
werden wir daraus die o�enen Mengen bestimmen (vgl. Proposition 2.11). Diese nennen
wir die Schubertzellen.

Als nächstes wollen wir zeigen, dass die Schubertzykel eine a�ne Strati�zierung bilden.
Dafür müssen wir zunächst zeigen, dass die Schubertzykel abgeschlossene, irreduzible Un-
tervarietäten sind. Fixiere für die nächsten zwei Propositionen eine Fahne V = (p, L,H).

Proposition 2.10. Die Schubertzykel von G(1, 3) sind abgeschlossene, irreduzible Varie-
täten.

Beweis. Da Σ0,0 = G(1, 3) eine irreduzible Varietät ist, müssen wir lediglich zeigen, dass
die Mengen abgeschlossen, reduziert und irreduzibel sind. Nach Konstruktion sind die Σa,b

reduziert, also genügt es die Abgeschlossenheit und Irreduzibilität zu zeigen.

- Σ2,2 ist ein abgeschlossener Punkt und damit irreduzibel;
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- Σ1,0 ist das Bild der Inzidenzkorrespondenz

Γ = {(L′, q) ∈ G(1, 3)× L : q ∈ L′}.

Zunächst bemerken wir, dass Γ in G(1, 3) × L abgeschlossen ist, denn q ∈ L′ genau
dann, wenn für einen zugehörigen Vektor v ∈ k4 mit [v] = q ∈ P3 gilt:

v1 ∧ v2 ∧ v = 0

für eine Basis v1, v2 von L̃′ (vgl.[Har92, Beispiel 6.12]). Die Fasern der Projektion
πL : Γ → L sind die Geraden in P3, die einen bestimmten Punkt q ∈ L ⊂ P3 ent-
halten, also sind die Fasern isomorph zu P2 und damit irreduzibel und von der selben
Dimension. Da zusätzlich πL proper ist, ist Γ auch irreduzibel. Damit ist auch Σ1,0

irreduzibel und abgeschlossen;

- Σ2,0 ist die Faser von πL über p und damit abgeschlossen und irreduzibel;

- Σ1,1 = {[v] ∈ P
(∧2k4

)
: v ∧ ηi = 0 für i = {1, 2, 3}} mit η1, η2, η3 ∈

∧2k4 zu drei
verschiedenen Geraden inH korrespondierend, die sich nicht im selben Punkt schneiden,
ist abgeschlossen und isomorph zu G(1, 2) und damit irreduzibel;

- Σ2,1 = Σ1,1 ∩ Σ2,0 ist abgeschlossen und isomorph zu P1, also irreduzibel.

Proposition 2.11. Die Schubertzykel von G(1, 3) bilden eine a�ne Strati�zierung.

Beweis. Wir haben folgende Inklusionen:

Σ2,0

Σ2,2 Σ2,1 Σ1,0 G(1, 3).

Σ1,1

Damit können wir die Schubertzellen mit Bemerkung 1.29 bestimmen. Diese bilden eine
Strati�zierung nach Proposition 2.10, wir müssen also nur noch zeigen, dass die Schubert-
zellen a�n sind. Dabei benutzen wir, dass eine Gerade eindeutig durch die Angabe zweier
verschiedener Punkte bestimmt ist und dass sich zwei Geraden in P2 und eine Gerade und
eine Ebene in P3 aus Dimensionsgründen stets schneiden.

- Σ2,2 ist o�ensichtlich isomorph zu A0;

- Σ◦2,1 := Σ2,1 \ Σ2,2 = {Λ : p ∈ Λ ⊂ H und Λ 6= L}:
Wähle eine Gerade L′ ⊂ H, die den Punkt p nicht enthält. Dann schneidet jede Gerade
Λ ∈ Σ◦2,1 die Gerade L′ in einen eindeutigen Punkt, der in L′ \ (L ∩ L′) liegt, also
insbesondere verschieden von p ist. Damit erhalten wir einen Isomorphismus:

Σ◦2,1
∼= L′ \ (L ∩ L′) ∼= A1;
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- Σ◦1,1 := Σ1,1 \ Σ2,1 = {Λ : p /∈ Λ ⊂ H}:
Wähle eine Gerade L′ ⊂ H, die p enthält, aber verschieden von L ist. Dann schneidet
jede Gerade Λ ∈ Σ◦1,1 die Geraden L und L′ in jeweils genau einen Punkt, der verschieden
von p ist. Somit sind die Schnittpunkte Λ ∩ L und Λ ∩ L′ verschieden. Damit erhalten
wir einen Isomorphismus:

Σ◦1,1
∼= (L \ p)× (L′ \ p) ∼= A1 × A1 ∼= A2;

- Σ◦2,0 := Σ2,0 \ Σ2,1 = {Λ : p ∈ Λ 6⊂ H}:
Wähle eine Ebene H ′ in P3, die nicht p enthält. Dann schneidet jede Gerade Λ ∈ Σ◦2,0
die Ebene H ′ in einem eindeutigen Punkt, der nicht in H ∩ H ′ enthalten und von p
verschieden ist. Damit erhalten wir einen Isomorphismus:

Σ◦2,0
∼= H ′ \ (H ∩H ′) ∼= A2;

- Σ◦1,0 := Σ1,0 \ (Σ1,1 ∪ Σ2,0) = {Λ : Λ ∩ L 6= ∅, p /∈ Λ und Λ 6⊂ H}:
Wähle eine Ebene H ′ in P3, die den Punkt p enthält, aber nicht die Gerade L. Dann
schneidet jede Gerade Λ ∈ Σ◦1,0 die Ebene H ′ in einem eindeutigen Punkt, der nicht in
H enthalten ist. Auÿerdem schneidet Λ die Gerade L in einem Punkt verschieden von
p. Diese beiden Schnittpunkte sind o�ensichtlich verschieden. Daher erhalten wir einen
Isomorphismus:

Σ◦1,0
∼= (H ′ \ (H ′ ∩H))× (L \ p) ∼= A2 × A1 ∼= A3;

- Und zum Schluss Σ◦0,0 := G(1, 3) \ Σ1,0 = {Λ : Λ ∩ L = ∅}:
Wähle eine Ebene H ′ in P3, die L enthält, aber verschieden von H ist. Dann schneidet
jede Gerade Λ ∈ Σ◦0,0 die Ebenen H und H ′ in jeweils einen eindeutigen Punkt, der
nicht in L enthalten ist. Diese sind auch verschieden voneinander, sodass wir einen
Isomorphismus:

Σ◦0,0
∼= (H \ L)× (H \ L′) = A2 × A2 ∼= A4.

Also bilden die Schubertzellen eine a�ne Strati�zierung.

Bemerkung 2.12. Die Klassen [Σa,b] ∈ Aa+b(G(1, 3)) hängen nach Theorem 1.14 nicht von
der Wahl der Fahne ab, da sich zwei Fahnen durch einen geeigneten Koordinatenwechsel
- eine Transformation in GL4 - ineinander überführen lassen. Wir schreiben daher für die
Klasse von Σa,b: σa,b = [Σa,b] ∈ Aa+b(G(1, 3)).

Wir können nun den Chow-Ring vollständig beschreiben:

Theorem 2.13. Die sechs Schubertklassen σa,b ∈ Aa+b(G(1, 3)), 0 ≤ b ≤ a ≤ 2 erzeugen
A(G(1, 3)) frei und erfüllen die folgenden multiplikativen Relationen:

σ2
1,0 = σ1,1 + σ2,0 (A1×A1 → A2);

σ1,0σ1,1 = σ1,0σ2,0 = σ2,1 (A1×A2 → A3);

σ1,0σ2,1 = σ2,2 (A1×A3 → A4);

σ2
1,1 = σ2

2,0 = σ2,2, σ1,1σ2,0 = 0 (A2×A2 → A4).

22



Aus den Formeln können wir direkt schlieÿen, dass σ3
1,0 = 2σ2,1, σ

4
1,0 = 2σ2,2 und σ2

1,0σ1,1 =
σ2

1,0σ2,0 = σ2,2. Alle anderen Produkte sind 0, da dimG(1, 3) = 4.

Beweis. Wir wissen nach Satz 1.31, dass die Klassen σa,b die Chow-Gruppe A(G(1, 3))
erzeugen. Um zu zeigen, dass die Erzeuger frei sind, müssen wir lediglich zeigen, dass die
Erzeuger in Ak(G(1, 3)) für k ∈ {0, 1, 2, 3, 4} linear unabhängig sind. Für k 6= 2 ist dies
äquivalent zu der Aussage, dass die entsprechende Schubertklasse nicht null ist. Für k = 0
folgt dies direkt aus Proposition 1.15 und für k = 4 aus Proposition 1.21, da G(1, 3) proper
über k ist. Die restlichen Aussagen folgen aus einer Berechnung der Schnittprodukte, die
nun folgt.
Um den Schnitt von Paaren von Schubertzykeln auszurechnen, betrachten wir zwei ge-

nerisch gelegene Fahnen V und V ′. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir Σa,b für
Σa,b(V) und Σ′a,b für Σa,b(V ′). Wir beweisen zunächst die Fälle der Klassen mit komple-
mentärer Dimension. Nach Kleimans Transversalitätstheorem(Theorem 1.14) können wir
annehmen, dass Σ2,0 und Σ′2,0 generisch transvers sind und erhalten dann nach De�nition
der Multiplikation im Chow-Ring (vgl. Theorem 1.11)

σ2
2,0 = [Σ2,0 ∩ Σ′2,0] = #

(
Σ2,0 ∩ Σ′2,0

)
· σ2,2.

Der Schnitt

Σ2,0 ∩ Σ′2,0 = {Λ : p ∈ Λ und p′ ∈ Λ}

besteht aus einem Punkt, nämlich die eindeutige Gerade in P3 durch die Punkte p und
p′. Damit gilt also

σ2
2,0 = σ2,2.

Analog erhalten wir

σ2
1,1 = #

(
Σ1,1 ∩ Σ′1,1

)
· σ2,2 = σ2,2,

denn der Schnitt

Σ1,1 ∩ Σ′1,1 = {Λ : Λ ⊂ H und Λ ⊂ H ′}

besteht aus der eindeutigen Geraden Λ = H ∩H ′. Ferner ist p /∈ H ′, sodass die Schubert-
zykel Σ1,1 = {Λ : Λ ⊂ H} und Σ′1,1 = {Λ : p′ ∈ Λ} disjunkt sind, also gilt:

σ1,1σ2,0 = #
(
Σ1,1 ∩ Σ′2,0

)
· σ2,2 = 0.

Auÿerdem kann der Schnitt der Schubertzykel

Σ1,0 ∩ Σ′2,1 = {Λ : Λ ∩ L 6= ∅ und p′ ∈ Λ ⊂ H ′}

nur die Gerade durch die Punkte p′ und den eindeutigen Schnittpunkt q von L mit H ′

enthalten, sodass wir direkt folgern:

σ1,0σ2,1 = σ2,2.

Kommen wir nun zu den restlichen Gleichungen. Betrachten wir zunächst den Schnitt
Σ1,0 ∩ Σ′2,0 = {Λ : Λ ∩ L 6= ∅ und p′ ∈ Λ}. Dies sind die Geraden, die den Punkt p′
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enthalten und gleichzeitig in der eindeutigen Ebene liegen, die den Punkt p′ und die
Gerade L enthält, also der Schubertzykel Σ2,1(V̂) für eine geeignete Fahne V̂ . Damit
erhalten wir

σ1,0σ2,0 = σ2,1.

Der Schnitt

Σ1,0 ∩ Σ′1,1 = {Λ : Λ ∩ L 6= ∅ und Λ ⊂ H ′}

enthält genau die Geraden, die in der Ebene H ′ liegen und den eindeutigen Schnittpunkt
L∩H ′ enthalten, also wieder der Schubertzykel Σ2,1(V̂) für eine geeignete Fahne V̂ , d.h.:

σ1,0σ1,1 = σ2,1.

Die letzte Gleichung ist ein wenig schwieriger, da der Schnitt

Σ1,0 ∩ Σ′1,0 = {Λ : Λ ∩ L 6= ∅ und Λ ∩ L′ 6= ∅}

kein Schubertzykel ist. Wir wissen bereits, dass σ2,0 und σ1,1 linear unabhängig sind und
dass σ2

1,0 ∈ A2(G(1, 3)) ist. Also können wir

σ2
1,0 = ασ2,0 + βσ1,1

für geeignete (und eindeutige) α, β ∈ Z schreiben. Wir nutzen nun die Assoziativität des
Chow-Rings aus. Wir erhalten so nach Multiplikation mit σ2,0:

ασ2,2 = ασ2
2,0 + βσ1,1σ2,0 = (ασ2,0 + βσ1,1)σ2,0 = σ2

1,0σ2,0 = σ2,2.

Damit erhalten wir α = 1 und nach Multiplikation mit σ1,1 erhalten wir β = 1:

βσ2,2 = ασ2,0σ1,1 + βσ2
1,1 = (ασ2,0 + βσ1,1)σ1,1 = σ2

1,0σ1,1 = σ2,2.

Somit erhalten wir insgesamt

σ2
1,0 = σ2,0 + σ1,1.

Das schlieÿt unseren Beweis ab.

Als direkte Konsequenz erhalten wir folgende Beschreibung des Chow-Rings:

Korollar 2.14.

A(G(1, 3)) =
Z[σ1,0, σ2,0]

(σ3
1,0 − 2σ1,0σ2,0, σ2

1,0σ2,0 − σ2
2,0)

.
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3 Anwendung von Schnitttheorie in der enumerativen

Geometrie

Nach [Eis16, Abschnitt 3.1.1] geht man bei der Lösung von enumerativen Probleme typi-
scherweise in 5 Schritten vor: Zunächst muss man einen geeigneten Parameterraum, hier
G(1, 3), �nden oder konstruieren. Danach bestimmt man den Chow-Ring des Parameter-
raums, was wir in Theorem 2.13 bzw. Korollar 2.14 gemacht haben. Der dritte Schritt
ist die Klassen in den Chow-Ring zu �nden, die zu den gestellten Bedingungen gehören.
Dies ist Proposition 3.1. Anschlieÿend berechnet man das Produkt der eben bestimmten
Klassen, um eine Antwort auf die Frage zu erhalten (Korollar 3.2). Dabei muss man die
generische Transversalität der Zykel nachweisen, was dann unter dem letzten Schritt fällt.
Falls möglich, möchte man auch untersuchen, in welchen Fällen die Zykel sich generisch
transvers schneiden. In unserem Beispiel untersuchen wir dies in Aufgabe 2.

3.1 Schnitte von Geraden mit Kurven in P3

Proposition 3.1. Sei C ⊂ P3 eine Kurve, d.h. ein eindimensionales, abgeschlossenes
Unterschema, vom Grad d. Sei ΓC := {L ∈ G(1, 3) : L∩C 6= ∅} die Menge der Geraden,
die C schneiden, dann ist die Klasse von ΓC gegeben durch:

[ΓC ] = d · σ1,0 ∈ A1(G(1, 3)).

Beweis. Wir wollen zunächst zeigen, dass ΓC eine abgeschlossene Untervarietät vonG(1, 3)
der Dimension 3 ist. Dazu betrachten wir die Inzidenzkorrespondenz

Σ = {(p, L) ∈ C ×G(1, 3) : p ∈ L} C

G(1, 3)

πC

πG(1,3)

Wir bemerken zunächst, dass πG(1,3) = ΓC und ähnlich wie in dem Beweis von Propositi-
on 2.10 zeigt man, dass Σ eine abgeschlossene Varietät ist. Die Fasern von Σ unter πC sind
die Geraden in P3, die einen bestimmten Punkt enthalten, also sind diese isomorph zu
P2. Damit haben wir einen surjektiven Morphismus zwischen zwei projektiven Varietäten.
Dann existiert eine o�ene Teilmenge von einer irreduziblen Komponente von C, sodass
die Fasern über dieser o�enen Teilmenge die Dimension

dim Σ− dimC

haben. Da wir aber die Dimension aller Fasern kennen, gilt

dim Σ = 2 + dimC = 3

Die Projektion πG(1,3) ist generisch 1 zu 1, denn die Menge der Geraden in P3, die C
in mindestens zwei Punkten schneiden ist eine abgeschlossene Teilmenge von G(1, 3) der
Dimension ≤ 2. Also erhalten wir wiederum, dass

dim ΓC = dim Σ− 0 = 3.
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Da πG(1,3) proper ist, ist ΓC also eine abgeschlossene Untervarietät von G(1, 3) der Di-
mension 3.
Sei γC die Klasse von ΓC in A1(G(1, 3)). Nach Theorem 2.13 können wir also

γC = α · σ1,0

für ein α ∈ Z schreiben. Betrachte nun eine allgemeine Fahne V = (p, L0, H). Dann
schneidet der dazu gehörige Schubertzykel

Σ2,1 = {L ∈ G(1, 3) : p ∈ L ⊂ H}

den Zykel ΓC nach Theorem 1.14 generisch transvers. Da die Varietäten komplementäre
Dimensionen besitzen, schneiden sie sich transvers. Dann gilt:

α = α deg(σ1,0 · σ2,1) = deg(γC · σ2,1) = #(ΓC ∩ Σ2,1)

= #{L ∈ G(1, 3) : p ∈ L ⊂ H und L ∩ C 6= ∅}.

Da H eine allgemeine Ebene und degC = d ist, schneidet die Kurve C die Ebene H in d
Punkten {q1, . . . , qd}. Ferner ist p ∈ H ein allgemeiner Punkt, d.h. p liegt auf keiner der
Geraden qi, qj (i 6= j). Daher enthält der Schnitt genau die d Geraden von der Form p, qi.
Also erhalten wir

γC = d · σ1,0.

Damit können wir die eingangs gestellte Frage beantworten:

Korollar 3.2. Seien C1, C2, C3 und C4 ⊂ P3 vier allgemein PGL4-verschobene und Kur-

ven der Grade d1, d2, d3 bzw. d4, dann ist 2
4∏
i=1

di die Anzahl der Geraden, die alle vier

schneiden.

Beweis. Nach Theorem 1.14 sind die Zykel ΓCi
generisch transvers. Daher ist die Anzahl

der Geraden, die alle vier schneiden, genau

deg
4∏
i=1

[ΓCi
] = deg

4∏
i=1

diσ1,0 = deg(σ4
1,0)

4∏
i=1

di = deg(2σ2,2)
4∏
i=1

di = 2
4∏
i=1

di.

Zum Abschluss wollen wir noch untersuchen, wann die Transversalität der Zykel ΓCi

erfüllt ist. Dafür benötigen wir eine explizite Beschreibung des Tangentialraums von ΓC :

Lemma 3.3. Sei C ⊂ P3 eine Kurve und L ⊂ P3 eine Gerade, die C in genau einem,
glatten Punkt p ∈ C tri�t und nicht tangential zu C ist. Dann ist der Zykel ΓC ⊂ G(1, 3)
(vgl. Proposition 3.1) im Punkt [L] glatt und der Tangentialraum am Punkt [L] ist gegeben
durch:

TLΓC =

{
ϕ : L̃→ k4

/L̃ : ϕ linear und ϕ(p̃) ⊆
(
T̃pC + L̃

)
/L̃

}
(3.1)
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Auf einen Beweis wird an dieser Stelle verzichtet. Ein Beweis ist in [Har92, Beispiel 16.6]
zu �nden und benutzt die Beschreibung des Tangentialraums aus Bemerkung 2.8.

Lemma 3.4. Seien B1, B2, B3, B4 ⊂ P3 vier Kurven, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 ∈ PGL4 vier allge-
meine Automorphismen von P3 und Ci = ϕi(Bi) für i = 1, 2, 3, 4. Dann ist die Menge der
Geraden L ⊂ P3, die C1, C2, C3, C4 schneiden endlich und für jede solche Gerade L gilt:

(a) L schneidet Ci in genau einen Punkt pi;

(b) pi ist ein glatter Punkt von Ci;

(c) L ist nicht tangential zu C.

Beweisskizze. Zeige, dass für irreduzible Kurven B1, . . . , B4 die Inzidenzkorrespondenz

Φ := {(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, L) ∈ PGL4
4×G(1, 3) : L ∩ ϕi(Bi) 6= ∅}

irreduzibel ist und die Dimension 60 hat. Dann folgt der erste Teil der Aussage für irre-
duzible B1, . . . , B4 durch Betrachtung der Projektion Φ → PGL4

4. Für B1, . . . , B4 nicht
notwendigerweise irreduzibel betrachte alle möglichen Kombination der irreduziblen Kom-
ponenten der vier Kurven. Das liefert den ersten Teil. Für die Eigenschaften zeigt man,
dass die Menge der Automorphismen, für die die Kurve Ci eine der drei Eigenschaften
nicht erfüllt eine abgeschlossene, echte Teilmenge von PGL4 ist. Dann ist das Lemma
bewiesen.

Aufgabe 2. [Eis16, Aufgabe 3.33.] Seien C1, C2, C3, C4 ⊂ P3 vier Kurven und L ⊂ P3 eine
Gerade, die alle vier Kurven schneidet und die Bedingungen (a),(b) und (c) aus Lemma 3.4
erfüllt. Nach De�nition 1.8 schneiden sich die vier Zykel ΓCi

⊂ G(1, 3) transvers im Punkt
[L] genau dann, wenn

codim
4⋂
i=1

TLΓCi
=

4∑
i=1

codimTL,ΓCi

da G(1, 3) und ΓCi
im Punkt [L] glatt sind. Daher müssen wir nur untersuchen, wann der

Schnitt der Tangentialräume

X :=
4⋂
i=1

TLΓCi

Dimension 0 hat, also der Nullvektorraum ist. Dazu führen wir Koordinaten ein: Zunächst
wählen wir eine Geraden Λ ⊂ G(1, 3), die L nicht schneidet (dies ist äquivalent dazu, ein
Komplement Λ̃ von dem zweidimensionalen Vektorraum L̃ ⊂ k4 zu wählen). Dann wählen
wir Parametrisierungen der beiden Geraden L,Λ, sodass wir jeden Punkt auf der Gerade
mit einer eindeutige Koordinate in P1 identi�zieren können, was äquivalent zu der Wahl
von Basen v, v′ von L̃ und w,w′ von Λ̃ ist. Seien [αi : βi] ∈ P1 die Koordinaten des Punktes
pi auf der Gerade L und [µi : νi] ∈ P1 die Koordinaten des eindeutigen Schnittpunktes
qi der Geraden TpiCi und Λ. Sei ϕ ∈ X. Dann lässt sich ϕ als 2x2-Matrix bezüglich der
gewählten Basen v, v′ und w,w′ schreiben. Sei diese Matrix:

A =

(
a1 a2

a3 a4

)
.
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Dann erhalten wir aus der Bedingung der Gleichung 3.1 die lineare Gleichungen:

αia1 + βia2 = µiλi,

αia3 + βia4 = νiλi

(für i = 1, 2, 3, 4 und geeignete λi ∈ k) bzw. in Matrixform

α1 β1 −µ1

α1 β1 −ν1

α2 β2 −µ2

α2 β2 −ν2

α3 β3 −µ3

α3 β3 −ν3

α4 β4 −µ4

α4 β4 −ν4


︸ ︷︷ ︸

=:M



a1

a2

a3

a4

λ1

λ2

λ3

λ4


= 0

Dann istX der Nullvektorraum genau dann, wenn a1, a2, a3, a4 = 0 (und damit λ1, λ2, λ3, λ4 =
0) die einzige Lösung des Gleichungssystems ist, also genau dann, wenn die Matrix M
invertierbar ist. Damit müssen wir lediglich die Determinante der Matrix ausrechnen, um
zu sehen, wann sich die Kurven ΓCi

transvers schneiden. Mit einer Laplace-Entwicklung
nach den letzten wir Spalten erhalten wir:

detM = (α1β2 − β1α2)(α3β4 − β3α4)(µ1µ2ν3ν4 + ν1ν2µ3µ4)

+ (α1β3 − β1α3)(α4β2 − β4α2)(µ1ν2µ3ν4 + ν1µ2ν3µ4)

+ (α1β4 − β1α4)(α2β3 − β2α3)(µ1ν2ν3µ4 + ν1µ2µ3ν4)
3.2
= (α1β3 − β1α3)(α4β2 − β4α2)(µ1ν2µ3ν4 + ν1µ2ν3µ4 − µ1µ2ν3ν4 − ν1ν2µ3µ4)

+ (α1β4 − β1α4)(α2β3 − β2α3)(µ1ν2ν3µ4 + ν1µ2µ3ν4 − µ1µ2ν3ν4 − ν1ν2µ3µ4)

= (α1β3 − β1α3)(α4β2 − β4α2)(µ4ν1 − ν4µ1)(µ2ν3 − ν2µ3)

+ (α1β4 − β1α4)(α2β3 − β2α3)(µ1ν3 − ν1µ3)(µ4ν2 − ν3µ2),

wobei wir benutzt haben, dass

(α1β3−β1α3)(α4β2−β4α2) + (α1β4−β1α4)(α2β3−β2α3) = −(α1β2−β1α2)(α3β4−β3α4).
(3.2)

Da diese Formel wenig anschaulich ist, geben wir jetzt noch an, in welchen Fällen die
Zykel ΓCi

sich nicht transvers im Punkt [L] schneiden:

- mindestens drei der vier Punkte p1, p2, p3, p4 sind gleich

- mindestens drei der vier Tangentialräume sind bis auf Elemente aus L gleich

- zwei der vier Punkte p1, p2, p3, p4 und die Tangentialräume der beiden Punkte oder der
anderen beiden Punkte unterscheiden sich bloÿ um ein Element aus L

- wenn die vier Punkte p1, p2, p3, p4 und die Tangentialräume verschieden modulo L sind,
müssen die Punkte p1, p2, p3, p4 und q1, q2, q3, q4 dasselbe Doppelverhältnis besitzen.

In allen anderen Fällen schneiden sich die Zykel ΓCi
transvers im Punkt [L].
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