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O Einleitung und Notation

Ich werde in meiner Arbeit mit dem Titel ,Schnitttheorie und enumerative Geometrie*
anhand eines konkreten Beispiels zeigen, wie man mithilfe der Schnitttheorie Fragen in der
enumerativen Geometrie beantworten kann. Wir wollen hier die Frage beantworten: Wie
viele Geraden in P? schneiden vier allgemein PGLy-verschobene Kurven? Dazu beginnen
wir mit einer Einfiihrung in die Schnitttheorie, in der wir den Chow-Ring definieren und
anschliefsend einige wichtige Figenschaften des Chow-Rings zeigen. Bevor wir uns der
Beantwortung der Frage widmen, benétigen wir das Konzept der Grassmann-Varietét.
Mit dieser konnen wir dann im letzten Kapitel die in Kapitel 1 entwickelte Theorie zur
Beantwortung der Frage anwenden. Zuséatzlich werden wir noch ein Kriterium bestimmen,
in welchen Féllen wir die Frage nicht beantworten konnen. Ziel der Arbeit ist es gewesen,
sich die Grundlagen der Schnitttheorie mithilfe des Buchs ,,3264 & all that* von David
Eisenbud und Joe Harris [Eis16] zu erarbeiten und anschliefend diese in einem Beispiel
anzuwenden. Daher orientiere ich mich iiberwiegend an [Eisl6]|. An einigen Stellen habe
ich noch zusétzliche Beispiele und ausfiihrlichere Beweise gegeben sowie in dem Buch
gestellte Aufgaben geldst. Bei den Aufgaben stehen die zugehdrigen Aufgabennummern
aus dem Buch in Klammern dahinter.

Im Folgenden sei mit Korper stets ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charak-
teristik 0 gemeint. Ein Schema sei stets ein separiertes Schema von endlichem Typ tiber
einem Korper. Ferner sei eine Varietéit ein integrales, also reduziertes und irreduzibles,
Schema. Soweit nichts anderes angegeben ist, seien Untervarietiten stets abgeschlossen.
Ebenso meinen wir mit Punkt einen abgeschlossenen Punkt. Im zweiten Kapitel werden
wir folgende Schreibweise fiir Teilmatrizen einer gegebenen Matrix A € Mat,, , benut-
zen: Seien dazu I C {1,...,m} und J C {1,...,n} zwei k-elementige Teilmengen. Dann
bezeichnet Al die k x k-Teilmatrix von A, die nur die Zeilen mit Indizes aus I und nur
die Spalten mit Indizes aus J enthilt. Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir die
Mengenklammern weg. Wenn I = {1,...,m} bzw. J = {1,... ,n} ist, lassen wir auch /
bzw. J weg.

1 Der Chow-Ring

1.1 Zykel und die Chow-Gruppe

Definition 1.1 (Zykel). Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Koérper der Charakteristik 0. Wir definieren die Gruppe der
k-Zykel Z,(X) von X als die freie abelsche Gruppe, die von den integralen, abgeschlosse-
nen Unterschemata von X der Dimension k erzeugt ist. Die Zykelgruppe

Z(X) = P Ze(X)

keNy

von X ist die von integralen abgeschlossenen Unterschemata von X erzeugte freie abelsche
Gruppe. Jeder Zykel ldsst sich in der Form

Z = Z n;Y; (m € N,n; € Z,Y; C X abgeschlossen, integral)



schreiben. Wir nennen einen Zykel Z = > n;Y; effektiv, wenn alle Koeffizienten nicht
negativ sind: n; > 0.

Wir wollen zu abgeschlossenen Unterschemata einen Zykel assoziieren. Dazu bendtigen
wir den Begriff der Kompositionsreihe, an den wir hier kurz erinnern mochten: Prinzipiell
kann man dies fiir beliebige Moduln iiber einem kommutativen Ring R mit 1 definieren.
Wir beschrinken uns hier auf den Fall, wo der Modul der Ring selbst ist. Dann heifst eine
Kette von Ideale I; C R

0=LCIL,C--CLCIy=R

Kompositionsreihe, wenn es kein Ideal / C R mit der Eigenschaft gibt, dass [; C 1T C I,
fiir ein j € {1,...,t}. Nach dem Satz von Jordan-Holder sind je zwei Kompositionsreihen
eines Rings (Allgemeiner: eines Moduls iiber einem Ring) isomorph zueinander. Daher ist
die Lange t der Kompositionsreihe wohldefiniert. Die Existenz einer endlichen Komposi-
tionsreihe ist dquivalent zu der Bedingung, dass der Ring R (im Allgemeinen der Modul
tiber dem Ring) noethersch und artinsch ist.

Lemma 1.2. Sei Y C X ein abgeschlossenes Unterschema und Yy, ..., Y, die irreduziblen
Komponenten von Yieq. Dann hat jeder lokale Ring Oy y, eine endliche Kompositionsreihe.

Beweis. Fiir den eindeutigen generischen Punkt 7; des irreduziblen Unterschemas Y; gilt:
OY,Y; — OY,T]Z"

Weil X von endlichem Typ iiber einen Kérper ist, ist X noethersch. Daher konnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass Y = Spec A affin mit A noethersch ist. Der generische
Punkt 7; korrespondiert zu einem minimalen Primideal p; C A. Dann ist

Ovy, = Oy, = Ay,

Da A noethersch und p; minimal ist, ist A, ein noetherscher Ring der Dimension 0 und
damit automatisch artinsch. Also existiert eine endliche Kompositionsreihe. ]

Bezeichne die Lange der Kompositionsreihe des lokalen Rings Oy.y, mit [;. Damit kdnnen
wir den zu einem abgeschlossenen Unterschemata assoziierten Zykel definieren.

Definition 1.3 (assoziierte Zykel). Seien Y, Y}, [; wie gerade definiert. Dann ist

<Y> = i l;Y;

der zu Y assoziierte Zykel.

Definition 1.4 (rationale Aquivalenz). Sei Rat(X) C Z(X) die von Zykeln der Form
(N ({to} x X)) = (N ({t1} x X))

erzeugte Untergruppe, wobei ¢y, t; € P! sind und ® C P! x X eine abgeschlossene, integrale
Untervarietit ist, welche in keiner Faser der Form {¢} x X enthalten ist. Wir nennen zwei
Zykel 71,7, € Z(X) rational dquivalent, wenn Z; — Z, € Rat(X) gilt. Ferner nennen
wir zwei Unterschemata rational dquivalent, wenn die dazu assoziierten Zykel rational
dquivalent sind.




Betrachten wir dazu zunéchst ein einfaches Beispiel:

Beispiel 1.5. Betrachte den projektiven Raum P} = Proj k[z, y, z| iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper &k mit char k # 2 und die algebraischen Varietiten Y; = V (xy—2?%)
und Y, = V(zy). Dann sind die beiden assoziierten Zykel ((Y;) =Y;) rational dquivalent.
Um dies zu sehen, betrachte die Segre-Einbettung:

s12: PP xP? — P° ([s:t],[x:y:2]) — [sz:te:sy:ty:sz:tz2]
und die Varietit
® =V (I) = V(vgwy — 2475, 1173 — T475) N Im(s12) C P° = Projk[xo, . . ., 5]

mit [ = (xogx3 — X129, ToTs — T1Ty, ToXs — T3Ty, ToXo — Tk, T1X3 — T425) C k[xg, ..., z5].
Dann gilt:

Vi=([1:1] xP*)Nsp5(P),Ys = ([1:0] x P*) N sy5(P).

Definition 1.6 (Chow-Gruppe). Die Chow-Gruppe von X ist

A(X) := Z(X) /Rat(X)-

Wir schreiben [Y] € A(X) fiir die Aquivalenzklasse eines Zykels Y € Z(X) und ebenso
[Y] fiir die Aquivalenzklasse des zu einem Unterschema Y assoziierten Zykels.

Lemma 1.7. Die Chow-Gruppe eines Schemas X ist durch die Dimension graduiert, d.h.

wobei A(X) die Gruppe der rationalen Aquivalenzklassen von k-Zykeln ist.

Beweis. Da wir bereits wissen, dass Z(X) durch die Dimension graduiert ist, miissen wir
nur zeigen, dass die Untergruppe Rat(X) ebenfalls graduiert ist. Sei ® C P! x X eine
irreduzible Varietiit, die in keiner Faser iiber X enthalten ist, und to,#; € P'. In einer
entsprechenden offenen, affinen Teilmenge ® N (A' x X) = Spec R C ® ist das Schema,
SN ({to} x X) gegeben durch V (¢t —ty). Dann gilt fiir jede irreduzible Komponente Y von
® N ({to} x X) nach dem Krulls Hauptidealtheorem [vgl. Eis16, Theorem 0.1]:

codim(Y, ® N (A' x X)) = codim(® N ({tx} x X),®N (A" x X))
= codim((t — ty), R) < 1.

Die Kodimension kann aber nicht 0 sein, da ® in keiner Faser enthalten ist. Analog folgt
dies fiir jede irreduzible Komponente von ® N ({¢;} x X). Damit ist Rat(X) durch die
Dimension graduiert, also auch A(X). O

Wenn X equidimensional ist, kann man die Kodimension einer Untervarietit von X als
Differenz der Dimensionen definieren. Dann ist die Chow-Gruppe auch graduiert durch
die Kodimension. Wenn X zusétzlich noch glatt ist, schreiben wir A°(X) := Agim x—o(X).



Definition 1.8 ((generisch) transvers). Sei X eine Varietdt und A, B C X zwei Unterva-
rietdten. Wir sagen: A und B schneiden sich transvers in einem Punkt p, wenn A, B und
X glatt im Punkt p sind und

T,A+T,B=T,X
oder dquivalent
codim(7,A N T,B) = codim(7,A) + codim(7,B).

Wir sagen, dass sich Untervarietiten A; C X in einem glatten Punkt p € X transvers schneiden,
wenn p ein glatter Punkt von jeder Untervarietdt A; ist und

codim (ﬂ TpAi) = Z codim(7T,4;).

Wir sagen, dass A und B generisch transvers sind bzw. sich generisch transvers schneiden,

wenn sie sich an einem allgemeinen Punkt in jeder Komponente von A N B transvers

schneiden, d.h. fiir jede Komponente C C AN B ist die Menge der Punkte, an denen sich

A und B transvers schneiden, offen und nicht leer. Dariiber hinaus sagen wir, dass zwei

Zykel > n;A;, > myBy € Z(X) sich generisch transvers schneiden, wenn A; und By, fiir
' k

j
jedes Paar (j, k) generisch transvers sind.
Eine schwichere Forderung ist die folgende Definition:

Definition 1.9 (dimensional transvers). Seien A, B zwei Unterschemata einer Varietét X.
Dann nennen wir A und B dimensional transvers, wenn fiir jede irreduzible Komponente
C' des Schnittes AN B gilt:

codim C' = codim A + codim B.

Den Unterschied zwischen beiden Begriffen beschreibt die folgenden Proposition:

Proposition 1.10. Zwe: Unterschemata einer Varietat X sind genau dann generisch
transvers, wenn sie dimensional transvers sind und jede irreduzible Komponente des Schnit-
tes einen Punkt enthdlt, in dem X glatt und AN B reduziert ist.

Beweis. Seien A und B generisch transvers, dann enthélt jede irreduzible Komponente
von AN B einen Punkt p, in dem A, B und X glatt sind und sich A und B transvers
schneiden. Dann gilt mit [Eis16, Theorem 0.2]:

codim 7,,C' = codim T, A + codim 7}, B = codim A 4 codim B > codim C.

Zusammen mit dim 7,C' > dim C' erhélt man also codim A + codim B = codim C, d.h. A
und B sind dimensional transvers, und auferdem dim C' = dim7,,C, also ist C' glatt im
Punkt p und damit ist AN B im Punkt p reduziert.

Seien nun umgekehrt A und B dimensional transvers und fiir jede irreduzible Komponente
C von AN B existiere ein Punkt, in dem X glatt und A N B reduziert sei. Die Menge
der glatten Punkte von X ist offen und hat einen nichtleeren Schnitt mit C, also ist die
Menge der glatten Punkte von X, die in C' enthalten sind, dicht in C'. Da AN B generisch
reduziert ist, ist die Menge der Punkte in C, in denen C reduziert ist, offen und nichtleer.



Damit ist auch die Menge der glatten Punkte von C offen und nicht leer. Zwei offene,
nichtleere Teilmengen einer irreduziblen Menge haben stets nichtleeren Schnitt. Daher
existiert ein Punkt p € C', in dem sowohl X als auch C glatt ist. Dann erhalten wir:

dimT,A 4+ dim T, B — dim T, X = dim T,C = dim C ™ £ dim A + dim B — dim X.
(1.1)

Da stets dim7,A > dim A, dim 7,,B > dim B, folgt mit Gleichung 1.1, dass A und B im
Punkt p glatt sind. O

Theorem 1.11 (Chow-Ring). Sei X eine glatte, quasi-projektive Varietit. Dann existiert
eine eindeutige Produktstruktur auf der Chow-Gruppe A(X), die die folgende Bedingung
erfillt:

Wenn zwei Untervarietiten A, B C X sich generisch transvers schneiden, dann gilt

[A] - [B] = [An B].

Damit wird die Chow-Gruppe

dim X

AX) = @ A“(X)

zu einem assoziativen, kommutativen, durch Kodimension graduierten Ring, dem Chow-Ring
von X.

Der Beweis beruht im Wesentlichen auf dem folgenden Theorem, welches wir als ,,Black-
box“ benutzen:

Theorem 1.12 (Moving Lemma). Sei X eine glatte, quasi-projektive Varietit. Fir alle
a, B € A(X) existieren generisch transverse Zykel A, B € Z(X) mit [A] = a und [B] = B.
Die Aquivalenzklasse [A N B] ist dabei unabhingig von der Wahl der Zykel A und B.

Der erste Teil des Theorems liefert die Eindeutigkeit des Chow-Rings und wir beweisen
einen Spezialfall (Theorem 1.14) davon, den wir dann tiberwiegend benutzen werden.
Allerdings miissen wir den zweiten Teil, den Existenzteil, als gegeben hinnehmen.

Lemma 1.13. Sein: X — Y ein surjektiver Morphismus zwischen Varietditen tiber einem
Korper k mit dim X = m und dimY = n, sodass alle Fasern die gleiche Dimension haben.
Dann ist die Dimension aller Fasern m — n.

Beweis. Nach [Vak17, Theorem 11.4.1.] existiert eine offene, nichtleere Teilmenge U C Y,
sodass fiir jeden Punkt ¢ € U die Faser iiber ¢ Dimension m — n hat. Daraus folgt direkt
die Aussage. ]

Theorem 1.14 (Kleimans Theorem in Charakteristik 0). Sei G eine algebraische Gruppe,
die transitiv auf einer Varietat X tber einem algebraisch abgeschlossenen Kirper der
Charakteristik 0 operiert, und sei A C X eine Untervarietdt.

(a) Wenn p: Y — X ein Morphismus von Varietiten ist, dann ist das Urbild o' (gA)
fur allgemeine g € G generisch reduziert und von derselben Kodimension wie A;

(b) Wenn B C X eine weiltere Untervarietdt ist, dann existiert eine offene, dichte Teil-
menge von Elementen g € G, sodass gA generisch transvers zu B ist;



I
(¢) Wenn G = [] GL,,, fir n; € N und ein | € N ist, dann ist [gA] = [A] € A(X) fir
i=1
jedes g € G.

Beweis. (a) Seienn :=dim X, a := dim A4, b := dim Y und m := dim G. Fiir ein beliebiges
x € X definieren wir den Morphismus

e G— X, g— gx.

Dann ist u, surjektiv, da G transitiv auf X operiert und die Fasern sind Nebenklassen
des Stabilisators von = in GG. Da Multiplikation mit einem g € G ein Automorphismus
auf G ist, sind die Fasern von p, isomorph zueinander, also insbesondere haben sie
dieselbe Dimension. Damit konnen wir Lemma 1.13 anwenden und erhalten, dass die
Nebenklassen des Stabilisators eines Elementes x € X die Dimension m — n hat. Wir
setzen

I'={(g,2z,9) € G X AXY : gz = p(y)}.

Dann ist die Projektion 7: I' — A X Y ein surjektiver Morphismus. Die Fasern sind
Nebenklassen von Stabilisatoren eines Elementes aus X und haben demnach Dimen-
sion m — n. Wenden wir erneut Lemma 1.13 auf 7 an, erhalten wir:

dim' — dim(A X Y) =m —n;
=sdml=dmA+dmnY+m-n=a+b+m—n.

Andererseits ist die Faser der Projektion I' — G iiber ¢ € G isomorph zu p~1(gA).
Wenn die Faser fiir allgemeine g € GG nicht leer sind, hat sie die gewiinschte Dimension
a+b—n (vgl. [Vak17, Theorem 11.4.1]).

X ist eine Varietdt und nach [Har77, Korollar 11.8.6] glatt an einem allgemeinen
Punkt. Durch die Transitivitdt von G erhalten wir Isomorphismen zwischen den loka-
len Ringen, sodass X glatt ist. Ferner ist jede algebraische Gruppe in Charakteristik
0 glatt, da die Gruppe auf sich selbst transitiv operiert. Daher sind die Fasern von
7 glatt, damit ist [' glatt iiber Ag, X Yim. Nach [Har77, Korollar 111.10.7] existiert
eine offene, nichtleere Teilmenge U C G, sodass die Projektion (I'\ I'sing) — G iiber
U glatt ist. Hierbei bezeichne I'y,, die Menge der singuldren Punkte von I'. Dann
ist eine allgemeine Faser der Projektion I' — G glatt auferhalb von I'y,,. Wenn die
Projektion Ispe — G nicht dominant ist, ist o' (gA) glatt fiir allgemeine g € G. Wir
kénnen daher nun annehmen, dass I'y,; — G dominant ist. Dann hat eine allgemeine
Faser die Dimension

dimI'gpg — dim G < dimI" — dim G.

Da G glatt ist, hat jede Komponente jeder Faser der Projektion I' — G nach [Eis16,
Theorem 0.2] Kodimension kleiner oder gleich m. Damit hat jede Komponente einer
allgemeinen Faser Kodimension gleich m. Also kann keine Komponente einer allgemei-
nen Faser der Projektion I' = G in T, enthalten sein. Daher ist ¢~'(gA) generisch
reduziert fiir allgemeine g € G.

(b) Setze in Punkt a Y = B und nutze Proposition 1.10.

(c) G ist dann eine offene Menge in einem Produkt von Vektorrdumen von Matrizen,



denn die Menge {A € Mat,, : det A = 0} ist abgeschlossen. Sei L die Gerade in M,
die 1 und g verbindet, dann liefert die Untervarietét

Z={(h,r) € (GNL)x X :h 'z € A}

eine rationale Aquivalenz zwischen A und gA.

1.2 Methoden zur Berechnung des Chow-Rings

Nachdem wir den Chow-Ring definiert haben, wollen wir nun einige Eigenschaften des
Chow-Rings sammeln.

Proposition 1.15. Sei X ein Schema. Dann gilt:
(a) A(X) = A(Xrea);

(b) Seien Xi,..., X, die irreduziblen Komponenten von X, dann erzeugen die Aquiva-
lenzklassen [X;] eine freie abelsche Untergruppe der Chow-Gruppe vom Rang m.

Beweis. (a) Per Definition sind Z (X)), Rat(X) durch integrale, abgeschlossene Untersche-
mata erzeugt. Da die reduzierten Unterschemata Y eines gegebenen Schemas X in
kanonischer Bijektion zu den reduzierten Unterschemata Y des reduzierten Schemas
X, ea stehen, sind die Chow-Gruppen identisch.

(b) Sei X; eine irreduzible Komponente von X. Wir wollen zeigen, dass X; nur zu sich
selbst rational dquivalent sein kann. Sei ® C P* x X eine abgeschlossene, irreduzible
Varietit, die in keiner Faser enthalten ist und eine Faser der Form {¢} x X; enthélt.
Dann muss ® in der Komponente P! x X, enthalten sein. Da dim ® = dim X; + 1, ist
also ® = P! x X;. Damit ist X; nur zu sich selbst rational dquivalent. Das bedeutet
insbesondere, dass [X;] # 0 € A(X) und dass die [X;] linear unabhéngig sind. Also
bilden diese eine freie abelsche Untergruppe der Chow-Gruppe vom Rang m.

O

Damit konnen wir als erstes Beispiel die Chow-Gruppe des affinen Raums bestimmen:
Satz 1.16. VYn > 0 gilt A(A™) = Z - [A"]

Beweis. Nach Proposition 1.15 wissen wir, dass Z - [A"] C A(A"™) eine Untergruppe ist.
Daher miissen wir lediglich zeigen, dass jede echte irreduzible Untervarietdt Y C A” zu 0
rational dquivalent ist. Wir wihlen die Koordinaten von A" so, dass der Ursprung nicht
in Y liegt. Daher existiert ein Polynom ¢ € k[zy,...,z,], das auf ganz Y verschwindet
und fiir das ¢(0) = ¢ # 0 gilt. Betrachte den Ringautomorphismus

b: klzo, .. T, t, 7] = K[xe, .. a0, 7], o(a) =t g, () =t ot =t
Dieser korrespondiert zu einem Isomorphismus

¥ AN\ {0} x A" — AL\ {0} x A",



Da A irreduzibel und A' \ {0} eine offene, nichtleere Teilmenge ist, ist A' \ {0} auch
irreduzibel, somit auch A'\ {0} x Y C A\ {0} x A" und ebenso W° = (Al \ {0} xY).
Man sieht leicht, dass

We = {(t,ty) € A\ {0} x A" 1y € V).

Sei W der Abschluss von W° in P! x A" Dieser ist wieder irreduzibel und liefert eine
rationale Aquivalenz zwischen Y und 0: Erweitere das Polynom ¢ zu einem Polynom
G € klxy, ..., 2y, t,t71] durch G(t,z) = g(t 'z). G ldsst sich zu einer reguliren Funktion
auf P\ {0} x A" fortsetzen, nimlich mit konstantem Wert ¢ auf der Faser oo x A". Damit
ist diese Faser leer, d.h.

(W (oo x A™)) = 0.
Aufserdem gilt
(WnNn(lxA")=()=Y.
Damit ist Y zu 0 rational dquivalent, also A(A"™) = Z - [A"]. O

Aufgabe 1. [Eisl6, Aufgabe 1.34.] Wie sieht die Faser iiber 0 aus?
Sei Y =V(fi,...,fr) CA" mit fi,..., f. € k[z1,...,2,]. Dann ist

wWe = V(Fb s 7F1“) - Al \ {O} X An) E(t7$) = fl(t_lx) < k[xla s 7$n7tat_l]'

Dies ist also gerade eine iiber A'\ {0} parametrisierte Familie von Untervarietiiten von A”.
Die Faser des Abschlusses von W° in P! x A" {iber 0 ist dieselbe wie beim Abschluss von
We in A! x A", Daher miissen wir hier lediglich das Limit ausrechnen. Betrachte dazu das
(Prim-)Ideal I C k[xy,...,x,,t, '], welches zu W° korrespondiert. Aus dem Beweis von
Satz 1.16 wissen wir, dass Multiplikation mit ¢ in k[zy,...,z,,t,t"!] ein Automorphismus
ist. Daher gilt:

I=({t"*"F:Fel}) Cklzy,...,znt,t7"].

Aber das Ideal ({t%8"F : F € I}) ist auch in k[z1,...,z,,t]. Damit ist die Faser iiber 0
gerade

Z =V ({t""F|,—: F € I}) C A™.

Dabei ist Z der lineare Unterraum von k", der zu der projektive Menge Y N Hy, C Ho =
P~ korrespondiert.

Wir werden spéater sehen, dass die Chow-Gruppe fiir nichtleere, offene Teilmengen des
affinen Raums auch die durch die Klasse der offene Menge erzeugte freie abelsche Gruppe
ist. Dies ist eine direkte Folgerung aus Ausschneidung, welche wir gleich beweisen wer-
den. Dafiir miissen wir zunichst verstehen, wie sich die Chow-Gruppe unter Morphismen
verhilt. Auferdem benotigen wir den Begriff des Divisors: Sei dazu X ein normales und
integrales Schema und Y ein integrales Unterschema der Kodimension 1. Dann ist der
lokale Ring Ox y ein regulirer lokaler Ring und damit ein diskreter Bewertungsring. Be-
zeichne die Bewertungsfunktion mit ordy. Sei nun zusétzlich X affin. Dann setzen wir



den Divisor von einer reguléren Funktion f € Ox(X) als

Div(f) = Y ordy(f) <Y >.

YCX
integral
codim(Y,X)=1

Bemerke, dass die Summe wohldefiniert ist, da es nur endlich viele integrale Unterschemata
Y der Kodimension 1 gibt, fiir die ordy (f) # 0 ist. Wegen ordy (fg) = ordy (f) + ordy (g)
fir f,g € Ox(X) konnen wir die Definition auf rationale Funktionen o = g € K(X)
durch

Div(«) := Div(f) — Div(g)
erweitern. Dabei nennen wir die Divisoren

Divy(a) := Z ordy () <Y >,

ordy (a)>0

Dive(a) := — Z ordy (o) <Y >

ordy (a)<0

den Divisor der Nullstellen Divy(«) bzw. Divisor der Polstellen Divy,(«). Nun kénnen wir
den Divisor auch fiir rationale Funktion auf beliebigen, integralen und normalen Schemata
X definieren. Wir betrachten dazu eine Uberdeckung von X mit offenen affinen Mengen.
Wegen K(X) = K(U) fiir jede offene Menge U aus der Uberdeckung, ist fiir jedes o €
K(X) der Divisor auf U

Div(a|y)

wohldefiniert, ferner stimmen diese Divisoren auf den Schnitten von je zwei offenen Men-
gen iiberein, sodass wir daher einen Divisor auf ganz X erhalten, den wir wieder mit
Div(«) bezeichnen.

Damit kénnen wir nun das Verhalten unter Morphismen untersuchen. Sei f: X — Y
ein properer Morphismus. Dann ist das Bild jeder irreduziblen Untervarietit A von X
eine irreduzible Untervarietdt f(A) von Y. Wenn zusétzlich dim A = dim f(A) gilt, ist
fla: A — f(A) generisch endlich, d.h. der Korper der rationalen Funktionen K (f(A)) ist
eine endliche und algebraische Korpererweiterung von K (A). Dann existiert eine offene,
nichtleere Teilmenge U C A, sodass das Urbild f~!(z) fiir jedes # € X endlich ist. Sei
[K(f(A)): K(A)] der Grad der Korpererweiterung. Dann definieren wir:

Definition 1.17 (Pushforward von Zykeln). Sei f: X — Y ein properer Morphismus von
Schemata und A C X eine abgeschlossene, irreduzible Untervarietdt. Dann setzen wir:

1. fo(A) =0, wenn dim f(A) < dim A ist;
2. [i(A) =[K(f(A)): K(A)](f(A)), wenn dim f(A) = dim A ist;
und erweitern diese Definition k-linear auf Z(Y).

Wir werden gleich sehen, dass wir damit sogar eine Abbildung zwischen den Chow-
Gruppen erhalten. Dafiir benutzen wir [Ful84, Proposition 1.4]:

Proposition 1.18. Sei f: X — Y ein properer, surjektiver Morphismus von irreduziblen
Varietiten und sei fo € K(X)*. Dann gilt:



(a) f.Div(fy) =0, wenn dimY < dim X;
(b) f.Div(fo) = Div(N(r)), wenn dimY = dim X,

wobei N (r) die Norm von r bezeichnet. Im Fall dimY = dim X haben wir bereits gesehen,
dass k(X) eine endliche, algebraische Korpererweiterung von k(YY) ist. Die Multiplikati-
on mit v ist ein Endomorphismus von k(X), welchen wir als k(Y)-linearen Morphismus
auffassen konnen. N(r) ist die Determinante dieses Morphismus.

Als kleinen Bonus erhalten wir damit eine alternative Definition der Gruppe Rat(X):

Proposition 1.19. Sei X eine Schema, dann ist die Untergruppe Rat(X) C Z(X) durch
alle Diwvisoren von rationalen Funktionen auf allen abgeschlossenen Untervarietiten von
X erzeugt.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass die folgenden beiden Mengen in 1:1 - Korrespondenz
stehen:

{® C P! x X wie in Definition 1.4} & {(W,r) € X x k(X)*: W Untervarietét von X }.
Dabei identifizieren wir die Zykel wie folgt:
(&N {to} x X)) —(@N({t:1} x X) = Div(r). (1.2)

Sei W C X eine Untervarietdt von X der Dimension k£ + 1 und sei r € K(X)*. Dann
definiert 7 eine rationale Abbildung W — P'. Sei nun ® der Abschluss des Graphen von
dieser Funktion in X x P'. Bezeichne das Bild von ® unter dem Isomorphismus X x P! =
P! x X mit ®. Dann bildet die Projektion p: P! x X — X die Untervarietiit ® birational
und proper auf W ab, da es eine Basiserweiterung ist. Sei ferner f: ® C P! x X — P! die
Projektion auf die erste Komponente. Damit erhalten wir mit Proposition 1.18

Div(r) = p. Div(f) = (@ N ({to} x X)) = (@ N ({t1} x X)

Sei nun umgekehrt ® C P! x X gegeben, dann liefert W := p(®) mit p: P! x X — X
eine Untervarietit von X und durch f o p~! eine rationale Abbildung von V — P!, die
zu einem r € K(X)* korrespondiert. Man sieht leicht, dass die Konstruktionen invers
zueinander sind. Die Aussage folgt dann mit Gleichung 1.2. O

Kommen wir jetzt zuriick zu dem Verhalten unter Morphismen:

Theorem 1.20. Sei f: X — Y ein properer Morphismus von Schemata, dann induziert
der in Definition 1.17 definierte Gruppenhomomorphismus f. einen Gruppenhomomor-
phismus

for A(X) = A(Y).

Beweis. Wir miissen lediglich zeigen, dass f, rationale Aquivalenz erhilt. Sei dafiir Z €
Rat(X) gegeben. Indem wir die k-Linearitdt ausnutzen, konnen wir annehmen, dass Z
eine irreduzible Untervarietit ist. Durch das Einschrinken von f auf Z erhalten wir einen
properen Morphismus, da Z abgeschlossen ist, sodass wir weiter annehmen kénnen, dass
X = Z ist. Indem wir anschliefend noch Y durch f(X) ersetzen, erhalten wir die Voraus-
setzungen von Proposition 1.18, womit dann die Aussage folgt. O
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Proposition 1.21. Sei X proper tber k, dann existiert ein eindeutiger Gruppenhomo-
morphismus

deg: A(X) — Z,

welcher die Klasse eines jeden abgeschlossenen Punktes auf 1 abbildet und auf jeder Klasse
von reinen k-Zykeln mit k > 0 verschwindet.

Beweis. Die Abbildung ist eindeutig, falls sie existiert, da die Abbildung fiir jeden Ge-
nerator der Zykelgruppe von X bzw. seiner Aquivalenzklasse definiert ist und damit fiir
die Klasse jedes Zykels. Also miissen wir lediglich die Existenz zeigen. Diese folgt direkt
aus Theorem 1.20, da deg = f, fiir f: X — Speck. Die Abbildung f bildet jede ab-
geschlossene, irreduzible Untervarietat von X auf den Punkt 0 € Speck ab. Dieser hat
Dimension 0 und damit ist fiir alle irreduziblen, abgeschlossenen Untervarietdten Z von
X der Dimension > 0

f(Z) =0

und fiir jeden abgeschlossenen Punkt P € X gilt:

Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist K (P) = k. Ferner ist nach Satz 1.16 A(Speck) = Z
und (0) = 1. Daher ist f.: A(X) — Z die gewiinschte Abbildung. O

Damit kénnen wir zeigen, dass eine Klasse in A(X) nicht null ist. Zur Vollstédndigkeit
gebe ich hier noch zwei Theoreme zu dem Verhalten von Pullbacks ohne Beweise an.

Definition 1.22. Sei f: X — Y ein Morphismus von glatten Varietdten. Wir nennen
eine Untervarietiit A C Y generisch transvers zu f, wenn das Urbild f~!(A) generisch
reduziert ist und dieselbe Kodimension wie A besitzt.

Theorem 1.23. Sei f: X — Y ein Morphismus von glatten, quasi-projektiven Varietdi-
ten.

(a) Dann ezistiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus f*: A°(Y) — A°(X), sodass
fir A C X generisch transvers zu [ stets gilt:

Die Abbildung f* ist sogar ein Ringhomomorphismus.

(b) Die Abbildung f.: A(Y) — A(X) ist eine Abbildung von graduierten Modulen tber
einen graduierten Ring, d.h. fir o € A*(X),3 € A(Y) gilt:

[ (ffa-B)=a- f.f € A_p(X).

Im Fall von flachen Morphismen ist die Abbildung f* besonders einfach:

Theorem 1.24. Sei f: X — Y ein flacher Morphismus von Schemata. Die Abbildung
[ AY) = A(X), die auf Zykeln durch

f((A)) = (f1(A)), ACY Untervarietit,
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definiert ist, erhdlt rationale Aquivalenz und die Graduierung durch die Kodimension.

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir noch drei wichtige Methoden zur Berech-
nung der Chow-Gruppe: Mayer-Vietoris, Ausschneidung und (quasi-)affine Stratifizierung.
Letztere benutzen wir im zweiten Kapitel zur Berechnung des Chow-Rings der Grassmann-
Varietat G(1,3). Wir halten zunéchst folgende Beobachtung fest:

Lemma 1.25 (Aquivalente Definition des Chow-Rings). Sei X ein Schema. Die Chow-
Gruppe von X st bis auf Isomorphie die Gruppe G, fiir die die Sequenz

Z(P' x X) 2 Z(X) — G — 0,

exakt ist, wobei p jede Untervarietit ® C P x X, die in einer Faser enthalten ist, auf 0
abbildet und ansonsten auf

(N ({to} x X)) = (N ({12} x X))

Beweis. Nach Konstruktion ist gerade p(P! x X) = Rat(X). Damit gilt:

G =Im(Z(X) = G) /ker(Z(X) @) =2ZX) /Rat(X)
0

Sei Y C X ein abgeschlossenes Unterschema, dann erhalten wir eine abgeschlossene
Einbettung Y — X. Der Morphismus ist proper, sodass wir mit Theorem 1.20 einen
Gruppenhomomorphismus A(Y) — A(X) erhalten. Die Inklusion der offene Menge U :=
X \Y in X ist eine offene Einbettung und daher nach [Har77, Proposition 9.2(a)| flach.
Also erhalten wir einen Homomorphismus A(X) — A(U) nach Theorem 1.24.

Proposition 1.26 (Mayer-Vietoris und Ausschneidung). Sei X ein Schema.

(a) (Mayer-Vietoris) Seien X1, Xo abgeschlossene Unterschemata von X. Dann existiert
eine rechtsexakte Sequenz

(b) (Ausschneidung) Sei Y C X ein abgeschlossenes Unterschema und sei U := X \ Y.
Dann existiert eine rechtsexakte Sequenz

AY) — A(X) — A(U) — 0.
Beweis. (b) Betrachte das kommutative Diagramm:
00— Z(P'xY) — Z(P'x X) —— Z(P' xU) —— 0

N2 N2 N2

00— Z(Y) ——— Z(X) ———— Z(U) —— 0

AY) ——— A(X) ———— AU) ——— 0

12



Dabei sind die horizontalen Abbildungen von der folgenden Form: Z(Y) — Z(X)
bildet abgeschlossene, irreduzible Untervarietiten von Y auf sich selbst ab, aufgefasst
als abgeschlossene, irreduzible Untervarietiten von X; und Z(X) — Z(U) bildet
abgeschlossene, irreduzible Untervarietiten Z von X auf den Schnitt ZNU ab, welcher
eine (ggf. leere) abgeschlossene, irreduzible Untervarietit von U ist. Die oberen beiden
Reihen sind exakt und die mittleren drei Spalten sind exakt nach Proposition 1.19.
Damit folgt, dass die dritte Reihe auch exakt ist.

(a) Sei Y = X; N X,5. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass X = X; U X,. Betrachte
wieder das kommutative Diagramm:

0 ——= ZP'xY) —— ZP'x X)) ® Z(P! x X)) —— Z(P* x X) —— 0

N2 v v

00— 2Z(Y) ———— = Z(Xh) e Z(Xy) ——— Z(X) ——— 0

N2 v v

AY) ————— 5 A(X) D A(Xy) ———— A(X) ——— 0

v v ~

0 0 0

Dabei sind die horizontalen Abbildungen von der folgenden Form: Z(Y) — Z(X;) &
Z(Xs) bildet einen Zykel Z € Z(Y) auf (Z,—-Z) € Z(X;) ® Z(X2) ab und Z(X;) &
Z(Xs) ist die Addition der beiden Zykel. Die Exaktheit folgt aus einem &dhnlichen
Argument wie in (b).

[

Zusammen mit Satz 1.16 erhalten wir direkt mittels Ausschneidung (Proposition 1.26):
Korollar 1.27. Sei U C A" eine nichtleere, offene Teilmenge, dann ist A(U) = Z - [U].

Definition 1.28 (Stratifizierung). Sei X ein Schema. Wir sagen X ist durch eine endliche
Familie von irreduziblen, lokal abgeschlossenen Unterschemata U, stratifiziert, wenn

(i) X die disjunkte Vereinigung der U; ist und
(ii) fiir jedes 7 gilt:

U]'CUi

Wir nennen dabei die U; Strata und ihre Abschliisse Y; := U, abgeschlossene Strata. Ist
jedes Stratum U; isomorph zu einem affinen Raum A% so nennen wir die Stratifizierung
affin. Wir nennen die Stratifizierung quasi-affin, wenn jedes Stratum zu einer offenen
Teilmenge eines affinen Raums isomorph ist.

Es geniigt dabei die abgeschlossenen Strata anzugeben, da man daraus die Strata er-
mitteln kann:
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Bemerkung 1.29. Nutze dieselben Bezeichnungen wie in Definition 1.28. Dann kénnen wir
die Strata aus den abgeschlossenen Strata durch

Ui:Yi\ U Y}

¥,V

bestimmen, denn

= Ju=vu|]Uu=v0] Vv

U;CY; U,cY; Y;CY;

Beispiel 1.30. Fiir den projektiven Raum konnen wir direkt eine affine Stratifizierung
durch folgende abgeschlossene Strata angeben:

P'CP*C...-C P

Die Strata sind dabei gegeben als U; = P\ Pi~! = A%, Diese sind offensichtlich irreduzibel
und abgeschlossen in der offenen Teilmenge P™ \ P"~! = A" also lokal abgeschlossen.
Ferner gilt:

P" = (P*\ P H)UP" !\ P2)U. . U(P \ POYUP® = U,U. .. UT. (1.3)

Da der Abschluss der U; gerade P ist, folgt Punkt ii der Definition 1.28 direkt aus Glei-
chung 1.3. Also ist dies eine affine Stratifizierung des projektiven Raums.

Zum Abschluss des ersten Kapitels beweisen wir noch einen wichtigen Satz:

Satz 1.31. Wenn ein Schema eine quasi-affine Stratifizierung besitzt, dann ist die Chow-
Gruppe durch die Klassen der abgeschlossenen Strata erzeugt.

Beweis. Wir fiihren den Beweis mittels Induktion nach der Anzahl m der Strata. Fiir
m = 1 ist dies gerade Korollar 1.27. Sei also nun m > 1 und (U;)i—o,.. m-1 eine quasi-
affine Stratifizierung eines Schemas X. Dann existiert ein minimales Stratum, d.h. ein
Stratum, dessen Abschluss kein weiteres Stratum enthélt. Ohne Einschrinkung kénnen
wir annehmen, dass dies U, ist. Da Uy minimal ist und der Abschluss von U, sich als
Vereinigung von U, schreiben ldsst, muss Uy bereits abgeschlossen sein. Das offene Un-
terschema U := X \ Uy ist dann durch (U;);=;,. mn—1 stratifiziert, wie man leicht sieht.
Nach Induktion ist damit A(U) durch die Klassen der Abschliisse (in U) der U; erzeugt.
Mit Korollar 1.27 wissen wir aukerdem, dass A(Uy) durch [Up] erzeugt ist. Damit erhalten
durch Ausschneidung (Proposition 1.26) die Rechtsexaktheit der Sequenz

Z[Uy] — A(X) — A(U) — 0.

Damit ist die Chow-Gruppe von X durch die Bilder der Klassen der abgeschlossene Strata
von A(Up) und den Urbilder der Klassen der abgeschlossenen Strata von A(U) erzeugt. Da
Up bereits abgeschlossen in X ist, ist das Bild von [Uy] gerade [Up]. Ferner sind die Strata

.....

Strata von A(U) gerade die abgeschlossenen Strata (U;),_ . O
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2 Grassmann-Varietat

Im letzten Kapitel wollen wir die bisher behandelte Theorie des Chow-Rings anwen-
den, um unsere Frage aus der enumerativen Geometrie zu untersuchen. Dafiir bend-
tigt man einen passenden Raum, in dem die zu untersuchenden Objekte abgeschlossene
Unterschemata bilden. Es wird sich spéater als niitzlich erweisen, dafiir eine sogenann-
te Grassmann-Varietdt zu benutzen. Daher folgt hier nun eine kurze Einfiihrung in das
Thema Grassmann-Varietéten.

2.1 Konstruktion der Grassmann-Varietat

Die einfachsten Grassmann-Varietiten sind projektive Rdume PV zu einem vorgegebe-
nen (endlich dimensionalen) Vektorraum V. Bei dem projektiven Raum PV korrespon-
dieren die abgeschlossenen Punkte zu den Ursprungsgeraden bzw. den eindimensiona-
len Untervektorrdumen von V. Die Grassmann-Varietiten verallgemeinern dieses Kon-
zept, indem man anstelle von eindimensionalen Unterrdumen k-dimensionale Unterrdume

(ke {l,...,dimV}) verwendet.

Definition 2.1 (Grassmann-Varietiten als Menge). Sei V' ein n-dimensionaler Vektor-
raum und k € {1,...,n}. Dann ist die Grassmann-Varietit G(k,V) (oder auch Grass-
mannsche) die Menge der k-dimensionalen Untervektorraume von V. Da k-dimensionale
Untervektorrdume von V' zu den (k — 1)-dimensionalen Unterrdumen von PV korrespon-
dieren, kénnen wir uns die Grassmann-Varietét G(k, V) ebenfalls als Menge der (k — 1)-
dimensionalen Unterrdume von PV vorstellen. In dem Fall schreiben wir G(k — 1,PV)
anstelle von G(k, V). Haufig wollen wir den Vektorraum V' nicht weiter spezifizieren, son-
dern nur mit Vektorrdumen einer bestimmten Dimension n arbeiten. Dann schreiben wir
G(k,n) bzw. G(k — 1,n —1).

Sei A C V ein k-dimensionaler Untervektorraum. Dann schreiben wir fiir den dazu
korrespondierenden Punkt auch A € G(k,V) bzw. [A], wenn wir beide unterscheiden
wollen.

Nun wollen wir die Menge G(k, V') mit der Struktur einer projektiven Varietét ausstat-
ten.

Definition 2.2 (Pliicker-Einbettung und Pliicker-Koordinaten). Sei V' ein n-dimensionaler
Vektorraum. Dann assoziieren wir zu jedem k-dimensionalen Untervektorraum A den ein-
dimensionalen Vektorraum

welcher zu einem abgeschlossenen Punkt ps in P(A"V) korrespondiert. Damit erhalten
wir eine Abbildung von Mengen, die sogenannte Pliicker-Einbettung:

b: Gk, V) = P (/\'ﬁ/) ~ P()1 A s py.

Konkret kann man so vorgehen: Wéhle eine Basis {ey,...,e,} von V. Damit kénnen wir
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A als Zeilenraum einer k£ x n-Matrix

11 Aai2 ... QAin

Q21 dA22 ... A2n
A=| . . .

Qg1 Qg2 ... Qgn

betrachten. Eine Basis fiir A"V ist durch {e;, A---Aej, }1<j, << j,<n gegeben. Dann kénnen
n

wir das Dachprodukt der Basis v; = > a; je; wie folgt ausdriicken:
j=1

VA AN = E : Djryein €1 N 2 N €y
1<j1<-<gn<n

wobei der Koeffizient p;, ;= det(A;, ;) ist. Diese p;, _;, nennt man die Pliicker-Koordinaten
von A. Die Pliicker-Koordinaten sind dann offensichtlich das Bild des Punktes p, unter

dem Isomorphismus P (/\kV) = IP’@)_l, der durch die Wahl einer Basis induziert ist.

Bei der Definition wurde an einigen Stellen eine Wahl getroffen. Daher muss noch gezeigt
werden, dass die Abbildung 1 wohldefiniert ist.

Proposition 2.3. Mit der gleichen Notation wie in Definition 2.2 ist die Abbildung 1
wohldefiniert und die Plicker-Koordinaten sind nach Wahl einer Basis {e1,...,e,} von

V' bzw. eines Isomorphismus P (/\kV> =~ p(i) -1 pis auf Skalare eindeutig.

Beweis. Sei A’ eine andere Matrixrepréasentation von A, was dquivalent zu der Wahl einer
anderen Basis von A ist. Also existiert eine invertierbare k x k-Matrix €2, die Basiswech-
selmatrix von A, mit A’ = QA. Dann gilt:

A;»l & :detQ-Ajl _____ e ®

7“~7j

Damit sind die Pliicker-Koordinaten von A eindeutig bis auf Skalare und ¢ ist wohldefi-
niert. O

Proposition 2.4. Mit der Notation von Definition 2.2 ist (G (k,V)) eine irreduzible
Varietdt.

Beweis. Sein e /\kV. Dann ist v An = 0 fiir ein v € V' genau dann, wenn n = v A7’ fiir
ein ) € /\k_ll/. Die Riickrichtung folgt sofort. Fiir die andere Richtung ergénze v, := v
zu einer Basis {v1,...,v,} von V. Dann ist {vj A--- Avj, }1<ji<..<j.<n €ine Basis von

A"V Schreibe nun

n= E TI RARRRRAN

1<j1 < <gr=<n

Falls v An =0, so gilt wegen der Multilinearitat von A

O=viAn= Z Wy, Vi N oo N U

2551 < <gr<n
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Also sind alle a;, .. ;, = 0 fiir j; # 1. Damit erhalten wir direkt:

n=uv A E A1 jo,..ji Ujz I\ * 00 N VG
2< o< fp <

=

Fithrt man dieses Argument iterativ fort, so erhilt man, dass ein von 0 verschiedenes
Element n € /\kV genau dann in der Form vy A --- A v fiir vy, ..., v € V geschrieben
werden kann, wenn der Kern der Multiplikationsabbildung

k+1
/\77:V—>/\ Vivo—=vAn

genau Dimension k£ hat. Eine grofere Dimension bedeutet n = 0 und ist daher nicht
moglich. Damit ist der Untervektorraum in A"V, der zum Bild von G(k,V) unter der
Pliicker-Einbettung korrespondiert, gerade

—_~—

Y(G)={ne /\kV :rank(An) < n — k}.

Dies ist die Nullstellenmenge der (n—k+1)-Minoren der Matrix, die zu An korrespondiert.
Die Minoren sind homogene Polynome vom Grad n—k+ 1 auf A"V. Damit ist ¢(G) eine
algebraische Menge. Das Ideal von ¢(G) ist der Kern der Abbildung

klpi,...iJi<ii<<in<n = K@i glicick,

1<j<n
die p;, ..., auf die Pliicker-Koordinate der generischen Matrix (x; ;) sendet, und ist daher
prim. Also ist G(k, V') eine irreduzible Varietét. O

Wir betrachten daher die Grassmann-Varietdt G(k,V') ausgestattet mit der Struktur
einer projektiven Varietit via der Pliicker-Einbettung. Nun zeigen wir noch einige Eigen-
schaften der Grassmann-Varietat G(k, V'), die wir benotigen, um die Theorie aus Kapitel 1
anwenden zu konnen.

Proposition 2.5. Die Grassmann-Varietit G(k,V') besitzt eine Uberdeckung durch offene
Teilmengen der Form:

Ur={AeGkV):ANT =0} = Hom(A,T) = AF=F) (2.1)
fir ' C V ein (n — k)-dimensionaler Untervektorraum.

Beweis. Sei ' C V ein (n— k)-dimensionaler Untervektorraum. Wir zeigen zunéchst, dass
Ur eine offene Menge ist. Sei dazu wy, ..., w,_j eine Basis von I'. Dann ist mit d&hnlicher
Argumentation wie im Beweis von Proposition 2.4

k k

Up = {[w] € G(k, V) C]P’(/\ v) cwe N\ ViwAw A Aw,y, # 0}
eine offene Menge. Nun zeigen wir, dass Up isomorph zu dem affinen Raum A*"%) ist.
Dazu wéhlen wir einen beliebigen k-dimensionalen Untervektorraum €2 C V', welcher

komplementér zu I' ist, d.h. [Q] € Up. Damit erhalten wir eine Zerlegung von V' als
direkte Summe V = Q@ 1T'. Bezeichne die Projektion auf €2 bzw. I' mit 7o bzw. 7p. Damit
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erhalten wir eine Bijektion zwischen Ur und den linearen Abbildungen zwischen {2 und I'
wie folgt: Fiir A C V mit [A] € Ur betrachte die Abbildung:

rot T

Wir bemerken, dass die Abbildung wohldefiniert ist, da 7o wegen ANT = 0 eine Bijektion
ist. Dann ist A der Graph der Abbildung ¢,. Umgekehrt liefert der Graph jeder linearen
Abbildung ¢: Q — I' einen zu I' komplementiren Untervektorraum A C V = Q@ I" der
Dimension k. Dies liefert die gewiinschte Bijektion. Um zu sehen, dass diese Bijektion
ein Isomorphismus ist, rechnen wir in Koordinaten. Sei dazu ey, ..., e, eine Basis von 2
und epi1,...,e, eine Basis von I'. Dann bilden 7r5161, e ,ﬂglek € A eine Basis von A,
da mq eine Bijektion ist. Die 7r§161 lassen sich eindeutig in der gegebenen Basis ey, ..., e,
schreiben als

n—k

mo (e) = €+ Z @i j€jtk-
j=1
Somit ist A der Zeilenraum der Matrix
B= (B A),
wobei Ej die Einheitsmatrix der Grofe k ist und A = (a;;) 1<i<k . Die oben definierte
1<j<n—k

Bijektion ordnet jedem Unterraum A C V' die Transponierte der Matrix A zu.

Starten wir mit einer Repréisentation von A als k x (n— k)-Matrix B’ (mit eq,..., e, als

Basis von V). Dann ist die Pliicker-Koordinate p; o nicht null. Indem wir anschliefend
B’ mit der Inversen der k x k Teilmatrix Bj, , multiplizieren erhalten wir die Matrix
B, denn dies entspricht gerade dem Basiswechsel von der gewéhlten Basis von A zu der
Basis 75" (e1), . .., T (e). Damit erhalten wir:

Py k,k—i—j(A)
1,0, kk+i 1 k(A)

Damit ist a, ; eine reguldre Funktion auf Ur, also ist die Bijektion ein Isomorphismus. Der
zweite Isomorphismus der Gleichung 2.1 folgt sofort aus der Beschreibung einer linearen
Abbildung als Matrix. Das beweist die Aussage. O

Die letzte Rechnung ist dabei lediglich ein Spezialfall der folgenden Proposition:

Proposition 2.6. Mit denselben Bezeichnungen wie in dem Beweis von Proposition 2.5
erhalten wir fir t € {1,...,k}, I = {iy,...,ig} C{Ll,...,k} und J = {j1,..., i} C
{1,....,n—k} :

c c A
(_1>w(1 )+1 det AI _ pr U(-]+k)< )7 (22)
P, k(D)
1|1
wobei I¢ das Komplement von I bezeichnet und w(I¢) := > a— Y. i.
agl® 1=0

Beweis. Da nach Proposition 2.3 die rechte Seite der Gleichung 2.2 unabhéngig von der
Matrixdarstellung von A ist, kénnen wir die Pliicker-Koordinaten mit der Matrix B aus
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dem Beweis von Proposition 2.5 berechnen. Die Gleichung folgt hier sofort aus dem La-
placeschen Entwicklungssatz. Die Formel fiir das Vorzeichen lésst sich dabei leicht {iber-
legen. [

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir den Tangentialraum der Grassmann-
Varietidt G(1,3) bestimmen und eine Charakterisierung der Tangentialvektoren angeben,
die aus der Differentialgeometrie entlehnt ist und in [Har92| benutzt wird.

Proposition 2.7. Die Grassmann-Varietit G(k,n) ist in jedem Punkt glatt und der
Tangentialraum ThG(k,n) an jedem Punkt [A] € G(k,n) ist kanonisch isomorph zu
Hom(A, k" /7).

Beweis. Sei [A] € G(k,n) beliebig. Dann existiert nach Proposition 2.5 eine offene Menge
Ur C G(k,n) fiir einen geeigneten (n — k)-dimensionalen Untervektorraum I" C k", sodass
A € Ur und Ur = Hom (A, I'). Da der affine Raum A" glatt ist und der Tangentialraum
an jedem Punkt auch A" ist und ein Isomorphismus von Varietéiten die Tangentialrdume
an den entsprechenden Punkten isomorph aufeinander abbilden, erhalten wir

TAG<k, n) = TAUF & HOHl(A, F) = HOHl(A7 k" /A)

Dabei ist der letzte Isomorphismus durch den kanonischen Isomorphismus I' =2 k" /A ge-
geben. Diese Beschreibung des Tangentialraums ist dabei unabhingig von dem gewihlten
I'. Damit erhalten wir auch, dass [A] ein glatter Punkt der Grassmann-Varietét ist. [

Bemerkung 2.8. In der Differentialgeometrie gibt es noch eine weitere Charakterisierung
des Tangentialraums einer komplexen Mannigfaltigkeit M an einen Punkt. Dabei werden
die Tangentialvektoren mit Klassen von glatten Kurven

e: (=1,1) = M mit ¢(0) =p

identifiziert, indem man jeder solchen Kurve dem Tangentialvektor ¢'(0) = %‘t:o o(t)
zuordnet. Dieselbe Idee wollen wir auch hier benutzen (vgl. [Har92, Beispiel 16.1]). Sei
{L(t)} € G(k,n) eine glatte Kurve mit L(0) = A, sei v € A ein beliebiger Vektor und
{v(t)} C k™ eine glatte Kurve mit v(0) = v und v(¢) € L(¢) fiir alle . Dann definieren wir
die Abbildung:

@: A= K" v pupy(v) :=0"(0) = — v(t).

Allerdings hingt das Bild von v von der Wahl der Kurve {v(¢)} ab, wie folgende Rechnung
zeigt: Sei {w(t)} C k™ eine weitere glatte Kurve mit w(0) = v und w(t) € L(t). Dann ist
die Differenz

w(t) —o(t) =t-u(t)
fiir eine glatte Kurve {u(t)} C k™ mit u(t) € L(t) fiir alle ¢, d.h.

d

d
Puty (V) = T

w(t) = T

t=0

(v(t) + tu(t)) = o (v) + u(0).
ey

t=0
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Wir erhalten also eine lineare Abbildung
P A= E" A0 = [pu (v)]-

Umgekehrt liefert jede lineare Abbildung ¢ € Hom(A, k" /p) eine glatte Kurve {L(t)}:
Wiéhle dazu eine Basis vy, v, ..., v, von A und definiere

L(t) := (v1 + to(vy),va + to(ve), ..., vk + to(vg)),

wobei wir hier ¢(vy),...,p(vg) als Vektoren in k™ auffassen, indem wir die Urbilder von
¢(v;) unter der Projektionsabbildung k& — k" /A betrachten. Man sieht leicht, dass die
so bestimmte glatte Kurve {A(t)} C G(k,n) wieder ¢ liefert.

2.2 Chow-Ring von G(1,3)

Nun wollen wir den Chow-Ring von G(1,3) berechnen, um damit im letzten Kapitel die
eingangs erwihnte Frage zu beantworten. Wir wollen dabei Satz 1.31 benutzen, daher
miissen wir zunéchst eine (quasi-)affine Stratifizierung finden. Dafiir wihlen wir eine voll-
stindige Fahne des 3. Das ist ein Tripel (p, L, H) bestehend aus einem Punkt p € P3
einer Gerade L C P? und einer Ebene H C IP3, sodass p € L C H. Die affine Stratifizierung
ist dann durch die Schubertzellen gegeben:

Definition 2.9 (Schubertzykel und -zellen von G(1,3)). Sei V = (p, L, H) eine voll-
stindige Fahne des P3. Wir nennen die folgenden Mengen, aufgefasst als Schemata mit
reduzierter Struktur, die Schubertzykel von G(1,3):

Soo(V) = G(1,3);

Y10V)={A e G(1,3): ANL #0};
Yoo(V)={A € G(L,3):peA};
Y.(V)={AeG(1,3): AC H};
Y01(V)={AeG(1,3):pe AC H};
Yoo(V)={A e G(L,3): A =1L}

Wenn die gewihlte Fahne klar ist, lassen wir das Argument weg. Wie in Bemerkung 1.29
werden wir daraus die offenen Mengen bestimmen (vgl. Proposition 2.11). Diese nennen
wir die Schubertzellen.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass die Schubertzykel eine affine Stratifizierung bilden.
Dafiir miissen wir zunéchst zeigen, dass die Schubertzykel abgeschlossene, irreduzible Un-
tervarietdten sind. Fixiere fiir die nichsten zwei Propositionen eine Fahne V = (p, L, H).

Proposition 2.10. Die Schubertzykel von G(1,3) sind abgeschlossene, irreduzible Varie-
taten.

Beweis. Da ¥y = G(1,3) eine irreduzible Varietét ist, miissen wir lediglich zeigen, dass
die Mengen abgeschlossen, reduziert und irreduzibel sind. Nach Konstruktion sind die ¥,
reduziert, also geniigt es die Abgeschlossenheit und Irreduzibilitdt zu zeigen.

- Yy ist ein abgeschlossener Punkt und damit irreduzibel;
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- Y ist das Bild der Inzidenzkorrespondenz
I'={(L,q) e G(1,3) x L:qe L'}.

Zunéchst bemerken wir, dass I" in G(1,3) x L abgeschlossen ist, denn ¢ € L’ genau
dann, wenn fiir einen zugehorigen Vektor v € k* mit [v] = ¢ € P3 gilt:

vy AvgAv =20

fiir eine Basis vy,v, von L' (vgl[Har92, Beispiel 6.12]). Die Fasern der Projektion
7: I' — L sind die Geraden in P3, die einen bestimmten Punkt ¢ € L C P? ent-
halten, also sind die Fasern isomorph zu P? und damit irreduzibel und von der selben
Dimension. Da zusétzlich 7 proper ist, ist I' auch irreduzibel. Damit ist auch ¥ g
irreduzibel und abgeschlossen;

- Yy ist die Faser von 7, iiber p und damit abgeschlossen und irreduzibel;

- Y11 = {[v] € ]P’(/\2k4) co A = 0fiiri = {1,2,3}} mit 5y, 7,75 € A’k* zu drei
verschiedenen Geraden in H korrespondierend, die sich nicht im selben Punkt schneiden,
ist abgeschlossen und isomorph zu G(1,2) und damit irreduzibel;

- Yaq = 23,1 M Xgp ist abgeschlossen und isomorph zu P!, also irreduzibel.

Proposition 2.11. Die Schubertzykel von G(1,3) bilden eine affine Stratifizierung.

Beweis. Wir haben folgende Inklusionen:

220
Yoo — Yo Y10 — G(1,3).
Y11

Damit konnen wir die Schubertzellen mit Bemerkung 1.29 bestimmen. Diese bilden eine
Stratifizierung nach Proposition 2.10, wir miissen also nur noch zeigen, dass die Schubert-
zellen affin sind. Dabei benutzen wir, dass eine Gerade eindeutig durch die Angabe zweier
verschiedener Punkte bestimmt ist und dass sich zwei Geraden in P? und eine Gerade und
eine Ebene in P? aus Dimensionsgriinden stets schneiden.

- Yo, ist offensichtlich isomorph zu AY;

- Z3,13:22,1\22,2:{A:]DEACHund/\;réL}:

Wihle eine Gerade L' C H, die den Punkt p nicht enthélt. Dann schneidet jede Gerade
A € X5, die Gerade L' in einen eindeutigen Punkt, der in L'\ (L N L') liegt, also
insbesondere verschieden von p ist. Damit erhalten wir einen Isomorphismus:

S5, 2 L\ (LN L) = AL
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- X =N\ ={A:pg ACH):

Wihle eine Gerade L' C H, die p enthilt, aber verschieden von L ist. Dann schneidet
jede Gerade A € X7 | die Geraden L und L’ in jeweils genau einen Punkt, der verschieden
von p ist. Somit sind die Schnittpunkte A N L und A N L’ verschieden. Damit erhalten
wir einen Isomorphismus:

29,2 (L\p)x (L'\p) A x A" = A%

- 2370 222270\2271:{AZPGA¢H}1

Wihle eine Ebene H' in P2, die nicht p enthélt. Dann schneidet jede Gerade A € Y50
die Ebene H' in einem eindeutigen Punkt, der nicht in H N H’ enthalten und von p
verschieden ist. Damit erhalten wir einen Isomorphismus:

S50 H'\ (HNH') = A%

- Zio = 21’0\(2171U22’0> :{AAHL#Q),p¢AundA§ZH}

Wiihle eine Ebene H' in P?, die den Punkt p enthilt, aber nicht die Gerade L. Dann
schneidet jede Gerade A € X7, die Ebene H' in einem eindeutigen Punkt, der nicht in
H enthalten ist. Auferdem schneidet A die Gerade L in einem Punkt verschieden von
p. Diese beiden Schnittpunkte sind offensichtlich verschieden. Daher erhalten wir einen
Isomorphismus:

Sho = (H'\ (H'NH)) x (L\p) = A? x Al = A%,

- Und zum Schluss X§ ; := G(1,3) \ X190 = {A: AN L =0}:

Wihle eine Ebene H' in P3, die L enthilt, aber verschieden von H ist. Dann schneidet
jede Gerade A € ¥, die Ebenen H und H’ in jeweils einen eindeutigen Punkt, der
nicht in L enthalten ist. Diese sind auch verschieden voneinander, sodass wir einen
Isomorphismus:

o0 = (H\L)x (H\L')=A* x A> = A",

Also bilden die Schubertzellen eine affine Stratifizierung. [

Bemerkung 2.12. Die Klassen [,] € A*™(G(1,3)) hingen nach Theorem 1.14 nicht von
der Wahl der Fahne ab, da sich zwei Fahnen durch einen geeigneten Koordinatenwechsel
- eine Transformation in GL,4 - ineinander iiberfithren lassen. Wir schreiben daher fiir die
Klasse von L, 0ap = [Sas) € A(G(1,3)).

Wir kénnen nun den Chow-Ring vollstdndig beschreiben:

Theorem 2.13. Die sechs Schubertklassen aq, € A°T*(G(1,3)), 0 < b < a < 2 erzeugen
A(G(1,3)) frei und erfillen die folgenden multiplikativen Relationen:

0lo =011+ 020 (Al x A — A?);
01,001,1 = 01,0020 = 021 (A' x A? — A%);
01,002,1 = 022 (Al x A® — A%,

03,1 = Ug,o = 092, 01,1020 =0 (A x A? — A%,
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Aus den Formeln kinnen wir direkt schliefen, dass 0}y = 2091, 01§ = 2025 und 07 yo11 =
aioag,o = 099. Alle anderen Produkte sind 0, da dim G(1,3) = 4.

Beweis. Wir wissen nach Satz 1.31, dass die Klassen o,; die Chow-Gruppe A(G(1,3))
erzeugen. Um zu zeigen, dass die Erzeuger frei sind, miissen wir lediglich zeigen, dass die
Erzeuger in A*(G(1,3)) fiir k& € {0,1,2,3,4} linear unabhiingig sind. Fiir k # 2 ist dies
dquivalent zu der Aussage, dass die entsprechende Schubertklasse nicht null ist. Fiir £k = 0
folgt dies direkt aus Proposition 1.15 und fiir & = 4 aus Proposition 1.21, da G(1, 3) proper
iiber k ist. Die restlichen Aussagen folgen aus einer Berechnung der Schnittprodukte, die
nun folgt.

Um den Schnitt von Paaren von Schubertzykeln auszurechnen, betrachten wir zwei ge-
nerisch gelegene Fahnen V und V'. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir 3, fiir
Yap(V) und X, fiir 3, ,(V'). Wir beweisen zunéchst die Fille der Klassen mit komple-
mentédrer Dimension. Nach Kleimans Transversalitétstheorem(Theorem 1.14) kénnen wir
annehmen, dass ¥y und X5 ; generisch transvers sind und erhalten dann nach Definition
der Multiplikation im Chow-Ring (vgl. Theorem 1.11)

0'3’0 == [2270 N 2/2’0] == # (2270 N 2/2’0) *022.
Der Schnitt
YooNEhy={A:pcAundp €A}

besteht aus einem Punkt, ndmlich die eindeutige Gerade in P? durch die Punkte p und
p’. Damit gilt also

0370 = 09..
Analog erhalten wir
Uil — (21,1 M 2/171) “ 0292 = 0327,
denn der Schnitt
YN, ={A:ACHund ACH'}

besteht aus der eindeutigen Geraden A = H N H'. Ferner ist p ¢ H', sodass die Schubert-
zykel 17 ={A: A C H} und X}, = {A:p’ € A} disjunkt sind, also gilt:

01,1020 = # (21,1 N 2/270) <099 = 0.
Aufserdem kann der Schnitt der Schubertzykel
Y10NYy, ={A:ANL#Pundp € AC H'}

nur die Gerade durch die Punkte p’ und den eindeutigen Schnittpunkt ¢ von L mit H’
enthalten, sodass wir direkt folgern:

01,002,1 = 022.

Kommen wir nun zu den restlichen Gleichungen. Betrachten wir zunfchst den Schnitt
Y10NYhy = {A:ANL # Qund p’ € A}. Dies sind die Geraden, die den Punkt p'
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enthalten und gleichzeitig in der eindeutigen Ebene liegen, die den Punkt p’ und die
Gerade L enthilt, also der Schubertzykel 5, ()V) fiir eine geeignete Fahne V. Damit
erhalten wir

01,0020 = 0211-
Der Schnitt
EI,OQE'M :{AAQL#@UHCIAC Hl}

enthélt genau die Geraden, die in der Ebene H’ liegen und den eindeutigen Schnittpunks
LN H' enthalten, also wieder der Schubertzykel 22,1(1}) fiir eine geeignete Fahne V, dh.:

01,0011 = 0271
Die letzte Gleichung ist ein wenig schwieriger, da der Schnitt
YioNYio={A:ANL#Ound ANL #0}

kein Schubertzykel ist. Wir wissen bereits, dass o2 und o linear unabhéngig sind und
dass 0}, € A*(G(1,3)) ist. Also konnen wir

2
019 = Qo309+ o1,

fiir geeignete (und eindeutige) a, 8 € Z schreiben. Wir nutzen nun die Assoziativitdt des
Chow-Rings aus. Wir erhalten so nach Multiplikation mit o9 ¢:

Q029 = OéU;O + Bo1,1020 = (020 + Bo11)020 = 037002,0 = 02.2.
Damit erhalten wir o = 1 und nach Multiplikation mit o, ; erhalten wir g8 = 1:
Bo22 = o011 + 503,1 = (o9 + Bor1)o1) = 0%7001,1 = 02,.
Somit erhalten wir insgesamt
Uio =090+ 01,1
Das schliefst unseren Beweis ab. O

Als direkte Konsequenz erhalten wir folgende Beschreibung des Chow-Rings:

Korollar 2.14.

Z[UI,Oa 02,0]

3 2 2\
(‘71,0 — 201,002, 01,002,0 — ‘72,0)

A(G(1,3)) =
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3 Anwendung von Schnitttheorie in der enumerativen
Geometrie

Nach [Eis16, Abschnitt 3.1.1| geht man bei der Losung von enumerativen Probleme typi-
scherweise in 5 Schritten vor: Zundchst muss man einen geeigneten Parameterraum, hier
G(1,3), finden oder konstruieren. Danach bestimmt man den Chow-Ring des Parameter-
raums, was wir in Theorem 2.13 bzw. Korollar 2.14 gemacht haben. Der dritte Schritt
ist die Klassen in den Chow-Ring zu finden, die zu den gestellten Bedingungen gehoren.
Dies ist Proposition 3.1. Anschliefsend berechnet man das Produkt der eben bestimmten
Klassen, um eine Antwort auf die Frage zu erhalten (Korollar 3.2). Dabei muss man die
generische Transversalitit der Zykel nachweisen, was dann unter dem letzten Schritt fallt.
Falls moglich, méchte man auch untersuchen, in welchen Fillen die Zykel sich generisch
transvers schneiden. In unserem Beispiel untersuchen wir dies in Aufgabe 2.

3.1 Schnitte von Geraden mit Kurven in P?

Proposition 3.1. Sei C C P? eine Kurve, d.h. ein eindimensionales, abgeschlossenes
Unterschema, vom Grad d. Sei T'c .= {L € G(1,3) : LNC # 0} die Menge der Geraden,

die C' schneiden, dann ist die Klasse von I'c gegeben durch:
[Fc] =d- g1,0 € Al(G(]_, 3))

Beweis. Wir wollen zunéchst zeigen, dass I'¢ eine abgeschlossene Untervarietét von G(1, 3)
der Dimension 3 ist. Dazu betrachten wir die Inzidenzkorrespondenz

Y={(p,L) €CxG(1,3):pc L} = C

lﬂ;(l,s)

G(1,3)

Wir bemerken zunéachst, dass 7g(1,3) = I'c und dhnlich wie in dem Beweis von Propositi-
on 2.10 zeigt man, dass X eine abgeschlossene Varietit ist. Die Fasern von X unter m¢ sind
die Geraden in P3, die einen bestimmten Punkt enthalten, also sind diese isomorph zu
P2, Damit haben wir einen surjektiven Morphismus zwischen zwei projektiven Varietéiten.
Dann existiert eine offene Teilmenge von einer irreduziblen Komponente von C, sodass
die Fasern iiber dieser offenen Teilmenge die Dimension

dim¥ — dim C
haben. Da wir aber die Dimension aller Fasern kennen, gilt
dim¥ =2+dimC =3

Die Projektion mg(3) ist generisch 1 zu 1, denn die Menge der Geraden in P?, die C
in mindestens zwei Punkten schneiden ist eine abgeschlossene Teilmenge von G(1,3) der
Dimension < 2. Also erhalten wir wiederum, dass

dimT¢ = dim ¥ — 0 = 3.
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Da 7g(1,3) proper ist, ist I'c also eine abgeschlossene Untervarietdt von G(1,3) der Di-
mension 3.
Sei v die Klasse von I'c in A'(G(1,3)). Nach Theorem 2.13 kénnen wir also

Yo = Q- 010

fiir ein a € Z schreiben. Betrachte nun eine allgemeine Fahne V = (p, Ly, H). Dann
schneidet der dazu gehorige Schubertzykel

Yo1={Le€G(1,3):pe L C H}

den Zykel I'c nach Theorem 1.14 generisch transvers. Da die Varietdten komplementére
Dimensionen besitzen, schneiden sie sich transvers. Dann gilt:

o = ozdeg(crw . 0'271) = deg(%; . 0'271) = #(FC N 2271)
=#{LeG(1,3):pe L C Hund LNC # 0}.

Da H eine allgemeine Ebene und deg C' = d ist, schneidet die Kurve C' die Ebene H in d
Punkten {q,...,qq}. Ferner ist p € H ein allgemeiner Punkt, d.h. p liegt auf keiner der
Geraden @, g; (i # j). Daher enthilt der Schnitt genau die d Geraden von der Form p,q;.
Also erhalten wir

Yo =d-01p.

Damit kénnen wir die eingangs gestellte Frage beantworten:

Korollar 3.2. Seien C,Cy, Cs und Cy C P? vier allgemein PGL4-verschobene und Kur-
4
ven der Grade dy,dy,ds bzw. dy, dann ist 2 [[ d; die Anzahl der Geraden, die alle vier

i=1
schneiden.

Beweis. Nach Theorem 1.14 sind die Zykel I'c, generisch transvers. Daher ist die Anzahl
der Geraden, die alle vier schneiden, genau

4 4 4
degHFc —dengalo—deg 010 H = deg(2032) H ZHdl
i=1 i=1 i=1

=1 =1
]

Zum Abschluss wollen wir noch untersuchen, wann die Transversalitdt der Zykel I'c,
erfiillt ist. Dafiir bendtigen wir eine explizite Beschreibung des Tangentialraums von I'c:

Lemma 3.3. Sei C C P? eine Kurve und L C P eine Gerade, die C' in genau einem,
glatten Punkt p € C' trifft und nicht tangential zu C ist. Dann ist der Zykel I'c C G(1,3)
(vgl. Proposition 3.1) im Punkt [L] glatt und der Tangentialraum am Punkt [L] ist gegeben
durch:

T,T¢ = {903 I — k! /L ¢ linear und p(p) C <’pr0+ I’) /[N/} (3.1)
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Auf einen Beweis wird an dieser Stelle verzichtet. Ein Beweis ist in [Har92, Beispiel 16.6]
zu finden und benutzt die Beschreibung des Tangentialraums aus Bemerkung 2.8.

Lemma 3.4. Seien By, Bo, Bs, B, C P? vier Kurven, o1, 02, 03,04 € PGLy vier allge-
meine Automorphismen von P? und C; = ¢;(B;) firi=1,2,3,4. Dann ist die Menge der
Geraden L C P3, die Oy, Cs, C3, Cy schneiden endlich und fiir jede solche Gerade L gilt:

(a) L schneidet C; in genau einen Punkt p;;
(b) p; ist ein glatter Punkt von C;;
(¢) L ist nicht tangential zu C.

Beweisskizze. Zeige, dass fiir irreduzible Kurven By, ..., B, die Inzidenzkorrespondenz
® := {(¢1, pa, p3, 1, L) € PGLY xG(1,3) : LN ;(B;) # 0}

irreduzibel ist und die Dimension 60 hat. Dann folgt der erste Teil der Aussage fiir irre-
duzible By,..., By durch Betrachtung der Projektion & — PGLZL. Fiir By,..., B4 nicht
notwendigerweise irreduzibel betrachte alle moglichen Kombination der irreduziblen Kom-
ponenten der vier Kurven. Das liefert den ersten Teil. Fiir die Eigenschaften zeigt man,
dass die Menge der Automorphismen, fiir die die Kurve C; eine der drei Eigenschaften
nicht erfiillt eine abgeschlossene, echte Teilmenge von PGL, ist. Dann ist das Lemma
bewiesen. O

Aufgabe 2. |Eis16, Aufgabe 3.33.] Seien Cy, Cy, C3,Cy C P2 vier Kurven und L C P? eine
Gerade, die alle vier Kurven schneidet und die Bedingungen (a),(b) und (c¢) aus Lemma 3.4
erfiillt. Nach Definition 1.8 schneiden sich die vier Zykel I'c, C G(1, 3) transvers im Punkt
[L] genau dann, wenn

4 4
codim ﬂ TLFCi = Z codim TL, Pci
i=1 i=1

da G(1,3) und I'c, im Punkt [L] glatt sind. Daher miissen wir nur untersuchen, wann der
Schnitt der Tangentialrdume

4
X :=()Tile,

i=1

Dimension 0 hat, also der Nullvektorraum ist. Dazu fiihren wir Koordinaten ein: Zunéchst
withlen wir eine Geraden A C G(1, 3), die L nicht schneidet (dies ist dquivalent dazu, ein
Komplement A von dem zweidimensionalen Vektorraum L C k* zu wihlen). Dann wiihlen
wir Parametrisierungen der beiden Geraden L, A, sodass wir jeden Punkt auf der Gerade
mit einer eindeutige Koordinate in P! identifizieren konnen, was dquivalent zu der Wahl
von Basen v, v’ von L und w, w’ von A ist. Seien [a; : 3] € P! die Koordinaten des Punktes
p; auf der Gerade L und [y; : ;] € P! die Koordinaten des eindeutigen Schnittpunktes
¢; der Geraden T,,C; und A. Sei ¢ € X. Dann ldsst sich ¢ als 2x2-Matrix beziiglich der
gewihlten Basen v, v’ und w, w’ schreiben. Sei diese Matrix:

A= (al a““).
a3 ay
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Dann erhalten wir aus der Bedingung der Gleichung 3.1 die lineare Gleichungen:

;a1 + Biag = ik,

aas + Biay = v

(fiir © = 1,2, 3,4 und geeignete \; € k) bzw. in Matrixform

a; B —H1 ai
(@51 51 - a2
ay By —H2 as
(8% 52 —U2 Qa4 -0
as s —p3 Al
a3 53 —UV3 A2
ay Ba — 4 A3
Qay 54 —UVy A4
N VvV
=M

Dann ist X der Nullvektorraum genau dann, wenn aq, as, as, ay = 0 (und damit A, Ao, A3, Ay =
0) die einzige Losung des Gleichungssystems ist, also genau dann, wenn die Matrix M
invertierbar ist. Damit miissen wir lediglich die Determinante der Matrix ausrechnen, um

zu sehen, wann sich die Kurven ', transvers schneiden. Mit einer Laplace-Entwicklung
nach den letzten wir Spalten erhalten wir:

det M = (o182 — Praz) (s fy — Baa) (p1 pavsvy + 11 vafisiia)
+ (o1 B3 — Pros)(uPe — Bacva) (p1vapisva + v fiavsis)

+ (a1 By — Prow)(aefs — Pacrs) (1 vavsiis + Vi fiofisls)

3.2
= (04153 - 51043)(04452 - 54@2)(M1V2M3V4 + Vi oV3 gy — U1 fphaV3Vs — V1V2,U3M4)

+ (0 By — Prow)(aofs — Bacus) (p1alsfiy + Vi flapisls — fia flaVslVs — V1Vofl3fLg)
= (o B3 — Pras)(ouBe — Bacs)(pravy — vapin)(flavs — Vaji3)
+ (101 — Brow)(aofls — Bacis)(p1vs — vips)(pate — Vapia),

wobei wir benutzt haben, dass

(a183 = Brag) (P — Baca) + (11 — Bro) (B — Bacs) = — (a1 B2 — Braa) (s fa — Bzoua).

(3.2)
Da diese Formel wenig anschaulich ist, geben wir jetzt noch an, in welchen Fallen die
Zykel I'c, sich nicht transvers im Punkt [L] schneiden:

mindestens drei der vier Punkte py, ps, p3, ps4 sind gleich
- mindestens drei der vier Tangentialrdume sind bis auf Elemente aus L gleich

- zwei der vier Punkte p1, ps, p3, p4 und die Tangentialrdume der beiden Punkte oder der
anderen beiden Punkte unterscheiden sich blof um ein Element aus L

- wenn die vier Punkte pq, po, p3, p4 und die Tangentialriume verschieden modulo L sind,
miissen die Punkte pq, pa, p3, p4 und q1, ¢o, q3, g4 dasselbe Doppelverhaltnis besitzen.

In allen anderen Fillen schneiden sich die Zykel ', transvers im Punkt [L].
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